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1.2. Triedro dextrógiro con ~k, ~ε1, ~ε2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3. Hamiltoniano del campo EM con coordenadas generalizadas . . . . . . . . . 12
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Notación y convenios

En todo lo que sigue vamos a tener en cuenta el ((convenio de sumación de Einstein)),
por el cual un término con un supeŕındice y un sub́ındice iguales llevará impĺıcito un
sumatorio sobre todos los posibles valores de ese ı́ndice.

Ejemplo: xµpµ ≡
4∑

µ=0

xµpµ

Los ı́ndices griegos tendrán valores ((cuatridimensionales)), (0,1,2,3), mientras que los
ı́ndices latinos tendrán valores únicamente espaciales, (1,2,3).

Nuestra métrica será la métrica usada en los ćırculos de f́ısica de part́ıculas, que tendrá
signatura (+,−,−,−), siendo por ejemplo la de Minkowski ηµν = diag(1,−1,−1,−1).
La razón de esto es para que las enerǵıas sean positivas, (ya que son lo más importante
que se calcula en esta asignatura, a cambio de que los cálculos de posiciones darán
como resultado números negativos).
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Caṕıtulo 0

Ecuaciones de Klein-Gordon y de
Dirac

0.1. Entregable 1

Dado ~j = − i~
2m

(ψ∗~∇ψ−ψ~∇ψ∗) y ρ = |ψ|2, comprobar, usando las ecuaciones de Schrödin-
ger y Klein-Gordon, que satisfacen la ecuación de continuidad:

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 (1)

Caso Schrödinger
Sabiendo que la ecuación de Schrödinger no relativista tiene la siguiente forma:

ih
∂ψ

∂t
= Hψ =

(
− ~2∇2

2m
+ V

)
ψ (2)

Y que la ecuación para la ψ∗ es:

ih
∂ψ∗

∂t
= −Hψ∗ = −

(
− ~2∇2

2m
+ V

)
ψ∗ (3)

Operamos el término de ρ de la ecuación de continuidad:

∂ρ

∂t
=
∂

∂t
ψψ∗ = ψ

∂ψ∗

∂t
+
∂ψ

∂t
ψ∗ =

i

~
ψ(Hψ∗)− i

~
(Hψ)ψ∗

=
i

~

(
− ψ~

2∇2

2m
ψ∗ +����ψV ψ∗ + ψ∗

~2∇2

2m
ψ −����ψ∗V ψ

)
=− i~

2m
(ψ∇2ψ∗ − ψ∗∇2ψ)
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Vemos que vamos por buen camino, ya que eso se parece a la parte de ~j de la ecuación de
continuidad. En efecto, si operamos esa parte:

~∇ ·~j =− i~
2m

~∇(ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗) = − i~
2m

[
~∇(ψ∗~∇ψ)− ~∇(ψ~∇ψ∗)

]
=− i~

2m

[
��

���
��

(~∇ψ∗)(~∇ψ) + ψ∗∇2ψ −����
���

(~∇ψ)(~∇ψ∗)− ψ∇2ψ∗
]

=− i~
2m

(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗) = −∂ρ
∂t

En efecto, comprobamos que se cumple la ecuación de continuidad en este caso.

Caso Klein-Gordon
La ecuación de Klein-Gordon es la siguiente (independiente de si se trata de ψ o ψ∗):

(� +m2)ψ = (∂µ∂
µ +m2)ψ = 0 (4)

Para este caso nos interesa escribir la ecuación de continuidad (1) con notación de cuadri-
vectores, en este caso con jµ = (ρ,~j) = i~

2m
(ψ∗∂µψ − ψ∂µψ∗):

∂µj
µ =

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0 (5)

Si operamos la parte izquierda junto con la definición de jµ:

∂µj
µ =

i~
2m

∂µ(ψ∗∂µψ − ψ∂µψ∗) =
i~
2m

[
∂µ(ψ∗∂µψ)− ∂µ(ψ∂µψ∗)

]
=

i~
2m

(∂µψ
∗∂µψ + ψ∗�ψ − ∂µψ∂µψ∗ − ψ�ψ∗)

Subiendo y bajando ı́ndices (∂µψ
∗∂µψ = ∂µψ

∗∂νψg
µν = ∂νψ∗∂νψ), llegamos a la conclusión

de que el primer y tercer término de la suma son iguales y se anulan. Por tanto solo queda
utilizar la ecuación de Klein-Gordon:

∂µj
µ =

i~
2m

(ψ∗�ψ − ψ�ψ∗) =
i~
2m

(−ψ∗m2ψ + ψm2ψ∗) = 0

En efecto, para este caso también comprobamos que la ecuación de continuidad se cumple.

0.2. Entregable 2

Obtener ~Π (momento canónico conjugado) a partir de L, siendo L la Lagrangiana de una
part́ıcula cargada.

La Lagrangiana de una part́ıcula cargada (en unidades naturales) es la siguiente:

L = −m
√

1− v2 + q~v ~A− qφ (1)
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Por otro lado, sabemos como calcular los momentos canónicos conjugados a partir de La-
grangianas:

Πi ≡ ∂L
∂vi

(2)

Por tanto, introduciendo (1) en (2):

Πi =
∂

∂vi

[
−m
√

1− v2 + q~v ~A
]

= mvi
1√

1− v2
+ qAi

= γmvi + qAi = pi + qAi

Aśı que, vectorialmente, el momento canónico conjugado es:

~Π = ~p+ q ~A (3)

0.3. Entregable 3

Obtener el Hamiltoniano de una part́ıcula cargada en un campo electromagnético, a partir
de su Lagrangiana.

La Lagrangiana es la del entregable anterior:

L(~x,~v) = −m
√

1− v2 + q~v · ~A− qφ

donde m y q son, respectivamente,la masa y la carga de la part́ıcula, ~v es su velocidad,
y ~A y φ los potenciales electromagnéticos. La fórmula de mecánica clásica para obtener el
Hamiltoniano a partir de la Lagrangiana es la siguiente:

H(~x, ~Π) = ~v · ~Π− L (1)

con ~Π el momento canónico conjugado. Este lo calculamos en el entregable anterior, y era
de la forma siguiente:

~Π = ~p+ q ~A

siendo ~p = mγ~v el momento relativista. Sustituyéndolo en (1) nos queda lo siguiente:

H = ~v · (~p+ q ~A)− L
= mγv2 + q~v · ~A− L

Ahora, teniendo en cuenta que γ =
1√

1− v2
, sustituimos la Lagrangiana en la expresión
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anterior, y operamos:

H = mγv2 + q~v · ~A− (−m
√

1− v2 + q~v · ~A− qφ)

= mγv2 +��
��

q~v · ~A+m
√

1− v2 −��
��

q~v · ~A+ qφ

= m

(
v2

√
1− v2

+
√

1− v2

)
+ qφ

= m

√(
v2

1− v2
+
√

1− v2

)2

+ qφ

= m

√
v4

1− v2
+ 1− v2 + 2v2 + qφ

= m

√
��v

4 + 1 +��v
4 − �2v2 + �2v2 −��2v4

1− v2
+ qφ

= m

√
1− v2 + v2

1− v2
+ qφ = m

√
1 + γ2v2 + qφ

=
√
m2 +m2γ2v2 + qφ =

√
m2 + p2 + qφ

Finalmente llegamos al resultado que buscábamos, que haciendo la sustitución del momento
~p con la fórmula del momento conjugado, no depende directamente de la velocidad, si no del
momento canónico conjugado, que es lo que buscábamos:

H(~x, ~Π) =

√
m2 +

(
~Π− q ~A

)2

+ qφ (2)

0.4. Entregable 4

Reescribir la ecuación de Pauli de tal forma que aparezca el término ~S · ~B
El objetivo de este entregable es partir de la Ecuación de Pauli para un part́ıcula no

relativista con spin sometida a campos electromagnéticos,

i
∂ϕ

∂t
=

{
1

2m
[~σ(−i~∇− q ~A)]2 + qφ

}
ϕ (1)

(siendo ~σ el vector de matrices de Pauli) y llegar a la ecuación siguiente:

i
∂ϕ

∂t
=

{
1

2m
(−i~∇− q ~A)2 − q

m
~S · ~B + qφ

}
ϕ, ~S =

~σ

2
(2)

Para llegar a este resultado, hemos de usar una propiedad de las matrices de Pauli:

(~σ · ~a) · (~σ ·~b) = (~a ·~b)I + i(~a×~b)~σ (3)
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Lo que hacemos es expresar la parte elevada al cuadrado de la ecuación de Pauli como:

[~σ(−i~∇− q ~A)]2 = [~σ(−i~∇− q ~A)] · [~σ(−i~∇− q ~A)]

A esto le aplicamos la propiedad (3), teniendo en cuenta que, en nuestro caso, ~a = ~b =

(−i~∇− q ~A), con lo que obtenemos:

(~σ · ~a) · (~σ · ~a) = (−i~∇− q ~A)2 + i(~a× ~a)~σ (4)

Como vemos que el primer término ya aparece en la ecuación (2), vamos a centrarnos ahora
en el segundo, el producto vectorial. Por el momento vamos a olvidar tanto i como ~σ, los
añadiremos después.

~a× ~a =(−i~∇− q ~A) × (−i~∇− q ~A)

=((((
((((

(
(−i~∇) × (−i~∇) + (−i~∇) × (−q ~A)

+ (−q ~A) × (−i~∇) +((((
(((

((
(−q ~A) × (−q ~A)

Al anularse los productos vectoriales de un vector por si mismo, solo nos quedan esos dos
productos. Ahora śı, completamos el segundo término de la ecuación (4):

i(~a× ~a)~σ = i[iq~∇× ~A+ iq ~A× ~∇]~σ

= −q( ~B + ~A× ~∇)~σ

= −q ~B~σ −����
��

q( ~A× ~∇)~σ

El último término es nulo porque las derivadas de las matrices de Pauli son nulas. Aśı que
finalmente, juntando este resultado con la ecuación (4), llegamos a lo siguiente:

[~σ(−i~∇− q ~A)]2 = (−i~∇− q ~A)2 − q ~B~σ

Y con este resultado introducido en la ecuación (1), teniendo en cuenta que ~S =
~σ

2
llegamos

al objetivo del entregable, la ecuación (2).

0.5. Entregable 5

Demostrar dos igualdades para las soluciones de la Ecuación de Dirac, {us, s = 1, 2}.
Las soluciones que vamos a manejar son de la siguiente forma:

us =

(√
P · σξs√
P · σ̄ξs

)
(1)
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También necesitamos las siguientes definiciones y propiedades:{
σµ = (I, ~σ)

σ̄µ = (I,−~σ)

(ξs)†ξt = δst∑
s

ξs(ξs)† = I (2)

Siendo ~σ las 3 matrices de Pauli.
Y finalmente necesitamos las definiciones de la ((notación de slash de Feynman)) ��A ≡ γµAµ
y de adjunto de Dirac ū ≡ u†γ0, siendo γµ las matrices gamma de Dirac, en representación
quiral:

γ0 =

(
0 I
I 0

)
γν =

(
0 ~σ
−~σ 0

)
(3)

Las igualdades que tenemos que demostrar son las siguientes:
ūt(p)us(p) = 2δtsm∑

s

us(p)ūs(p) =��P +m
(Ig.1, Ig.2)

Primera igualdad

Partimos del lado derecho de la igualdad Ig.1:

ūt(p)us(p) = (ut)†γ0us =
(√

Pσ(ξt)†
√
Pσ̄(ξt)†

)0 I

I 0

√Pσξs√
Pσ̄ξs


=
(√

Pσ(ξt)†
√
Pσ̄(ξt)†

)√Pσ̄ξs√
Pσξs


=
√
Pσ
√
Pσ̄(ξt)†ξs +

√
Pσ̄
√
Pσ(ξt)†ξs

= 2
√
Pσ
√
Pσ̄(ξt)†ξs

Por la primera propiedad de las ξ, (2), obtenemos:

ūt(p)us(p) = 2δts
√

(Pσ)(Pσ̄) (4)

Ahora hemos de operar el interior de la ráız, primero Pσ:

Pσ = p0I− ~p~σ =

(
p0 − p3 ip2 − p1

−ip2 − p1 p0 + p3

)
Análogamente para Pσ̄:

Pσ̄ = p0I + ~p~σ =

(
p0 + p3 −ip2 + p1

ip2 + p1 p0 − p3

)
8



Si los multiplicamos, obtenemos:

(Pσ)(Pσ̄) =

(
p2

0 − p2
1 − p2

2 − p2
3 0

0 p2
0 − p2

1 − p2
2 − p2

3

)
=

(
pµp

µ 0
0 pµp

µ

)
= P 2I

De acuerdo con la ecuación (4), tenemos que hacer la ráız de esto. La ((ráız)) de una matriz
diagonal es la ráız de cada uno de los elementos de la diagonal. En nuestro caso, será la ráız
de P 2 por la identidad, siendo a su vez P el cuadrimomento relativista, es decir:√

(Pσ)(Pσ̄) =
√
P 2I =

√
m2I = mI

Introduciendo esto en la ecuación (4) obtenemos finalmente:

ūt(p)us(p) = 2δtsmI = 2δtsm

Q.E.D.

Segunda igualdad

De nuevo partimos del lado derecho de la igualdad Ig.2:

∑
s

us(p)ūs(p) =
∑
s

us(p)(us)†γ0 =
∑
s

(√
(Pσ)ξs√
(Pσ̄)ξs

)(√
Pσ̄(ξs)†

√
Pσ(ξs)†

)
=

(∑
s

ξs(ξs)†

)(√
(Pσ)(Pσ̄) Pσ

P σ̄
√

(Pσ)(Pσ̄)

)
=

(
mI Pσ
P σ̄ mI

)
=

(
0 Pσ
P σ̄ 0

)
+

(
mI 0
0 mI

)
Vamos a ocuparnos ahora de la primera matriz, ya que la segunda se encuentra en la forma
que queŕıamos. (

0 Pσ
P σ̄ 0

)
=

(
0 p0I− ~p~σ

p0I + ~p~σ 0

)
= p0

(
0 I
I 0

)
− ~p

(
0 ~σ
−~σ 0

)
= pµγ

µ

Este resultado tenemos que recordad que podemos expresarlo con la definición de ((slash
de Feynman)), aśı que finalmente juntando este resultado con el de la ecuación anterior.
obtenemos que: ∑

s

us(p)ūs(p) = pµγ
µ +mI =��P +m

Q.E.D.
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Caṕıtulo 1

Cuantización del campo
electromagnético

1.1. Entregable 6

Obtener los conmutadores: [â, â†] = 1, [N̂ , â] = −â, [N̂ , â†] = â†

Para comenzar vamos a ver la actuación de los operadores creación (â†) y destrucción
(â) sobre un ket: {

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 (1.1)

Y también la actuación del operador número (N̂) sobre un ket:

N̂ |n〉 = â†â |n〉 = n |n〉 (1.2)

Ahora podemos empezar a calcular conmutadores, aplicando cada uno de ellos a un ket.
Comenzamos por el de â con â†:

[â, â†] |n〉 = (ââ† − â†â) |n〉 = (ââ† − N̂) |n〉

= â
√
n+ 1 |n+ 1〉 − n |n〉 =

√
n+ 1

√
n+ 1 |n〉 − n |n〉

= (�n+ 1−�n) |n〉 = 1 |n〉

⇒ [â, â†] = 1

Para los dos siguientes conmutadores, vamos a usar un truco: expresarlos en función del
conmutador anteriormente obtenido, el de [â, â†].

[N̂ , â] |n〉 = (N̂ â− âN̂) |n〉 = (â†ââ− ââ†â) |n〉

= (â†â− ââ†)â |n〉 = −[â, â†]â |n〉 = −â |n〉

⇒ [N̂ , â] = −â
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Lo mismo hacemos con el último conmutador:

[N̂ , â†] |n〉 = (N̂ â† − â†N̂) |n〉 = (â†ââ† − â†â†â) |n〉

= â†(ââ† − â†â) |n〉 = â†[â, â†] |n〉 = â† |n〉

⇒ [N̂ , â†] = â†

1.2. Entregable 7

Comprobar que los vectores ~k, ~ε1, y ~ε2 forman un triedro dextrógiro.

Los 3 vectores a analizar son los siguientes:
~k = ω

(
sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ

)
~ε1 =

(
cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, − sin θ

)
~ε2 =

(
− sinϕ, cosϕ, 0

) (1.1)

Gráficamente lo que tenemos es:

Figura 1.1: Triedro de vectores genéricos

Para comprobar que forman un triedro dextrógiro lo primero que tenemos que ver es que
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se cumpla la condición de ~k · ~ελ = 0;λ = 1, 2. Comenzamos con ~ε1:

~k · ~ε1 = ω(sin θ cos θ cos2 ϕ+ sin θ cos θ sin2 ϕ− sin θ cos θ)

= ω(sin θ cos θ − sin θ cos θ) = 0

Ya lo hemos comprobado para ~ε1, ahora toca comprobarlo para ~ε2:

~k · ~ε2 = ω(− sin θ sinϕ cosϕ+ sin θ sinϕ cosϕ+ 0) = 0

Finalmente, para que sea realmente dextrógiro y no levógiro, el producto escalar de ~k con
~ε1 × ~ε2 ha de ser positivo:

~k · (~ε1 × ~ε2) = ~k ·
(

cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ cos2 ϕ+ cos θ sin2 ϕ
)

= ω(sin2 θ cos2 ϕ+ sin2 θ sin2 ϕ+ cos2 θ cos2 ϕ+ cos2 θ sin2 ϕ)

= ω(sin2 θ(1−��
��

sin2 ϕ) +���
���sin2 θ sin2 ϕ+ cos2 θ) = ω > 0

Si fuera levógiro ese producto escalar seŕıa negativo. Por tanto concluimos que esos tres
vectores forman un triedro dextrógiro.

1.3. Entregable 8

Expresar el Hamiltoniano del campo electromagnético como una combinación de oscila-
dores armónicos con las coordenadas ~Qk y ~Pk.

Vamos a partir del Hamiltoniano en términos de ~Ak

H =
V

2

∑
k

( ~̇Ak ~̇A
∗
k + ω2

k
~Ak ~A

∗
k) (1.1)

y hemos del llegar al siguiente Hamiltoniano:

H =
1

2

∑
k

(~P 2
k + ω2

k
~Q2
k) (1.2)

donde ~Qk y ~Pk cumplen: 
~Qk =

√
V (~ak + ~a∗k)

~Pk = −iωk
√
V (~ak − ~a∗k)

~̇Qk = ~Pk

(1.3)

Y finalmente sabemos que los coeficientes ~ak, que provienen del desarrollo de ~A, cumplen la
siguiente propiedad:

~Ak = ~ak + ~a∗k (1.4)
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A partir de esta última propiedad (1.4) es trivial expresar la coordenada ~Qk en función de
~Ak:

~Qk =
√
V (~ak + ~a∗k) =

√
V ~Ak

Es directo ver, por tanto, la relación entre las segundas partes de los Hamiltonianos (1.1) y
(1.2):

| ~Qk|2 = (
√
V )2| ~Ak|2 = V ~Ak ~A

∗
k

⇒ ~Ak ~A
∗
k =

~Q2
k

V
(1.5)

Y a su vez, usando la tercera igualdad de (1.3):

|~Pk|2 = | ~̇Qk|2 = (
√
V ~̇Ak)

2 = V | ~̇Ak|2 = V ~̇Ak ~̇A
∗
k

⇒ ~̇Ak ~̇A
∗
k =

~P 2
k

V
(1.6)

Introduciendo los resultados (1.5) y (1.6) en el Hamiltoniano (1.1) obtenemos lo que buscába-
mos, el Hamiltoniano (1.2).

1.4. Entregable 9

A partir de las definiciones de âkλ y â†kλ, y teniendo en cuenta los conmutadores de

P̂kλ y Q̂kλ, demostrar las relaciones de conmutación
[
âkλ, â

†
k′λ′

]
= δk,k′δλ,λ′,

[
âkλ, âk′λ′

]
=[

â†kλ, â
†
k′λ′

]
= 0

Las definiciones de âkλ y â†kλ en función de P̂kλ y Q̂kλ son las siguientes:
âkλ ≡

√
ωk
2

(Q̂kλ +
i

ωk
P̂kλ)

â†kλ =

√
ωk
2

(Q̂kλ −
i

ωk
P̂kλ)

(1.1)

y los conmutadores de P̂kλ y Q̂kλ son:{ [
Q̂kλ, P̂k′λ′

]
= iδk,k′δλ,λ′[

Q̂kλ, Q̂k′λ′
]

=
[
P̂kλ, P̂k′λ′

]
= 0

(1.2)

Ahora śı, vamos a calcular los conmutadores que queremos:

[âkλ, â
†
k′λ′ ] =

ωk
2

[
Q̂kλ +

i

ωk
P̂kλ, Q̂k′λ′ −

i

ωk′
P̂k′λ′

]
=

ωk
2

(
���

���
�[

Q̂kλ, Q̂k′λ′
]
− i2

ωkωk′
���

���
[
P̂kλ, P̂k′λ′

]
− i

ωk′

[
Q̂kλ, P̂k′λ′

]
+

i

ωk

[
P̂kλ, Q̂k′λ′

])
=

ωk
2

( i

ωk′
iδk,k′δλ,λ′ +

i

ωk
(−i)δk,k′δλ,λ′

)
=

ωk
2

2

ωk
δk,k′δλ,λ′ = δk,k′δλ,λ′

13



[âkλ, âk′λ′ ] =
ωk
2

[
Q̂kλ +

i

ωk
P̂kλ, Q̂k′λ′ +

i

ωk′
P̂k′λ′

]
=

ωk
2

(
��

���
��[

Q̂kλ, Q̂k′λ′
]

+
i2

ωkωk′
��

���
�[

P̂kλ, P̂k′λ′
]

+
i

ωk′

[
Q̂kλ, P̂k′λ′

]
+

i

ωk

[
P̂kλ, Q̂k′λ′

])
=

ωk
2

( i

ωk′
iδk,k′δλ,λ′ +

i

ωk
(−i)δk,k′δλ,λ′

)
= 0

[â†kλ, â
†
k′λ′ ] =

ωk
2

[
Q̂kλ −

i

ωk
P̂kλ, Q̂k′λ′ −

i

ωk′
P̂k′λ′

]
=

ωk
2

(
���

���
�[

Q̂kλ, Q̂k′λ′
]

+
i2

ωkωk′
���

���
[
P̂kλ, P̂k′λ′

]
− i

ωk′

[
Q̂kλ, P̂k′λ′

]
− i

ωk

[
P̂kλ, Q̂k′λ′

])
=

ωk
2

( i

ωk′
iδk,k′δλ,λ′ −

i

ωk
(−i)δk,k′δλ,λ′

)
= 0

Q.E.D.

1.5. Entregable 10

Dada una base del Espacio de Hilbert E, |nk1λ1 , nk2λ2 , nk1λ1 , ...〉 ≡ |nkiλi〉, calcular el

valor esperado de: 〈nkiλi | ~̂E|nkiλi〉 y 〈nkiλi | ~̂E2|nkiλi〉
Primero vamos a ver la definición del operador campo eléctrico en términos de los ope-

radores creación y destrucción:

~̂E(~x, t) = − i√
2V

∑
kλ

√
ωk

(
~ελâkλe

−i(ωkt−~k~x) − ~ε∗λâ
†
kλe

i(ωkt−~k~x)

)
(1.1)

Claramente, el valor medio del campo en cualquier estado será nulo, por culpa de los opera-
dores de creación y destrucción, debido a la ortogonalidad entre estados. Para hacerlo más
expĺıcito:

~̂E ∝
∑
kλ

(âkλ − â†kλ)

⇒ 〈nkiλi | ~̂E|nkiλi〉 ∝
∑
kλ

〈nkiλi | (âkλ − â
†
kλ) |nkiλi〉

∝
∑
kλ

〈nkiλi | (|n− 1〉kiλi − |n+ 1〉kiλi) = 0

En el caso del campo al cuadrado, tenemos que tener en cuenta que por la ortogonalidad de
estados solo contribuyen los términos que no tienen dobles operadores destrucción y creación,
es decir, solo contribuirán los que tengan uno de creación y otro de destrucción:

〈nkiλi| ~̂E2|nkiλi〉 = 〈nkiλi | ~̂E · ~̂E∗|nkiλi〉
∝

∑
kλ

∑
k′λ′

√
ωkωk′ 〈nkiλi |

(
âkλ − â†kλ

)(
â†k′λ′ − âk′λ′

)
|nkiλi〉

=
∑
kλ

∑
k′λ′

√
ωkωk′ 〈nkiλi |

(
âkλâ

†
k′λ′ − âkλâk′λ′ − â

†
kλâ
†
k′λ′ + â†kλâk′λ′

)
|nkiλi〉

14



Nos podemos fijar en que de esos cuatro términos los dos centrales no contribuyen ya que
uno sube dos niveles y el otro baja dos, por lo cual valor esperado serán nulo al ser diferentes
el bra y el ket.

〈nkiλi | ~̂E2|nkiλi〉 ∝
∑
kλ

∑
k′λ′

√
ωkωk′ 〈nkiλi |âkλâ

†
k′λ′ + â†kλâk′λ′ |nkiλi〉

= 2
∑
kλ

∑
k′λ′

√
ωkωk′ 〈nkiλi|δk,k′δλ,λ′|nkiλi〉

= 2
∑
kλ

∑
k′λ′

√
ωkωk′δk,k′δλ,λ′

=
∑
kλ

ωk =∞

1.6. Entregable 11

Demostrar la siguiente igualdad: 〈B| ~̂P |A〉 = ime 〈B|
[
Ĥat, ~̂X

]
|A〉

Sabemos que el Hamiltoniano atómico Ĥat tiene la siguiente forma:

Ĥat =
~̂P 2

2me

+ V̂ (~x) (1.1)

Y que el conmutador de x con p es:

[ ~̂X, ~̂P ] = i (1.2)

Comenzamos a operar con el conmutador, teniendo en cuenta la propiedad [A + B,C] =

[A,C] + [B,C], y que V̂ , al ser función únicamente de ~x, conmuta con ~̂X.

[
Ĥat, ~̂X

]
=

[ ~̂P 2

2me

+ V̂ (~x), ~̂X

]
=

[ ~̂P 2

2me

, ~̂X

]
+���

���[
V̂ (~x), ~̂X

]
=

1

2me

[
~̂P 2, ~̂X

]
Ahora usaremos la propiedad [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B.[

Ĥat, ~̂X
]

=
1

2me

[
~̂P 2, ~̂X

]
=

1

2me

( ~̂P [ ~̂P, ~̂X
]

+ [ ~̂P, ~̂X
]
~̂P ) =

1

2me

(−i ~̂P − i ~̂P )

⇒
[
Ĥat, ~̂X

]
= − i

me

~̂P

Con lo que ya tenemos probada la igualdad:

ime 〈B|
[
Ĥat, ~̂X

]
|A〉 = ime 〈B| −

i

me

~̂P |A〉 = 〈B| ~̂P |A〉

Q.E.D.
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1.7. Entregable 12

Demostrar que las coordenadas esféricas se pueden escribir en términos de los armónicos
esféricos de la siguiente manera:

xM = r

√
4π

3
Y 1
M(θ, ϕ), M = 0,±1 (1.1)

Para demostrarlo, hemos de reducir la fórmula anterior a la expresión original de las
coordenadas esféricas:

x± = ∓x± iy√
2
, x0 = z (1.2)

Necesitamos primero los tres armónicos esféricos YM :

Y 1
1 = −1

2

√
3

2π

(x+ iy)

r
, Y 1

−1 =
1

2

√
3

2π

(x− iy)

r
, Y 1

0 =
1

2

√
3

π

z

r
(1.3)

Introduciendo esto en (1.1), obtenemos:

M = 1 ⇒ x+ = r

√
4π

3

(
− 1

2

√
3

2π

(x+ iy)

r

)
= −x+ iy√

2

M = −1 ⇒ x− = r

√
4π

3

(
1

2

√
3

2π

(x− iy)

r

)
=
x− iy√

2

M = 0 ⇒ x0 = r

√
4π

3

(
1

2

√
3

π

z

r

)
= z

Q.E.D.

Figura 1.2: Representación de los primeros armónicos esféricos.
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1.8. Entregable 13

Calcular el gradiente de la función radial para n = 1, l = 0.

~∇R10 = −R10
~x

a0r

La función radial en nuestro caso es:

R10(r) =
2

a
3/2
0

e−r/a0 (1.1)

Lo más lógico en este caso es utilizar el gradiente en coordenadas esféricas, del que además
permanece solo el primer término, ya que R10 solo depende de r:

~∇ =
∂

∂r
êr +

�
�
��1

r

∂

∂θ
êθ +

��
��

�
��1

r sen θ

∂

∂ϕ
êϕ (1.2)

Conviene también definir el vector ~er unitario en la dirección del vector posición ~x, cuyo
módulo es r

êr = ~x/r (1.3)

Por tanto:
~∇R10 =

∂R10

∂r
êr = − 2

a
3/2
0 a0

e−r/a0
~x

r
= −R10

~x

a0r

Q.E.D.
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Caṕıtulo 2

Cuantización canónica (covariante) de
un campo escalar

Figura 2.1: Campo escalar (por ejemplo, un campo de temperatura o presión)
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2.1. Entregable 14

Dado Aµ, y Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange para la si-
guiente Lagrangiana:

L = −1

4
FµνF

µν − AµJµ

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos son las siguientes:

∂ν
∂L

∂(∂νAµ)
− ∂L
∂Aµ

= 0 (2.1)

Comenzamos calculando el primer término, en el que solo contribuye la primera parte de la
Lagrangiana, ya que la segunda no tiene derivadas de Aµ:

∂L
∂(∂νAµ)

=
∂

∂(∂νAµ)

(
− 1

4
FαβFρσg

αρgβσ
)

= −1

4

[
(δναδ

µ
β − δ

ν
βδ

µ
α)Fρσg

αρgβσ + Fαβ(δνρδ
µ
σ − δνσδµρ )gαρgβσ

]
=−1

4

[
(gνρgµσ − gµρgνσ)Fρσ + Fαβ(gανgβµ − gαµgβν)

]
= −1

4

(
F νµ − F µν + F νµ − F µν

)
= F µν

Derivando esto obtenemos:

∂ν
∂L

∂(∂νAµ)
= ∂νF

µν

Por otro lado, tenemos el segundo término de las ecuaciones, en el que solo contribuirá la
segunda parte de la Lagrangiana:

∂L
∂Aµ

=
∂

∂Aµ

(
− AρJρ

)
= −δµρJρ = −Jµ

Por tanto, juntando ambos resultados, las ecuaciones que se obtienen son finalmente las de
Maxwell:

∂νF
µν = −Jµ (2.2)

(El signo menos viene de que la derivada de F es respecto al segundo ı́ndice, es decir, podemos
reescribirlo con la antisimetŕıa de F aśı: ∂νF

νµ = Jµ)

2.2. Entregable 15

Dados Aµ, Fµν, la derivada covariante Dµ = ∂µ + iqAµ, encontrar las ecuaciones de
Euler-Lagrange de ψ y ψ∗ para la siguiente Lagrangiana:

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµψ)∗(Dµψ)−m2|ψ|2
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Y demostrar que la divergencia de Jν = iq(ψ∗Dνψ − ψ(Dνψ)∗) vale cero.

La primera parte de la Lagrangiana no depende de ψ y ψ∗, por lo que nos centraremos
en las dos siguientes. Lo primero que merece la pena destacar es que debido a la estructura
de la Lagrangiana, las ecuaciones para ambos campos serán una la conjugada de la otra, por
lo que con calcular una basta. Las ecuaciones de Euler-Lagrange serán las siguientes:

∂ν
∂L

∂(∂νψ)
− ∂

∂ψ
= 0 (2.1)

Comenzamos con el primer término, que solo tendrá contribuciones del la parte de las deri-
vadas covariantes de la Lagrangiana, la única en la que aparecen derivadas de ψ:

∂L
∂(∂νψ)

=
∂

∂(∂νψ)

[
(Dµψ)∗(Dµψ)

]
=

∂

∂(∂νψ)

[
(Dµψ)∗(∂ρψ + iqAρψ)gµρ

]
= (Dµψ)∗δνρg

µρ = (Dνψ)∗

Derivándolo obtenemos:

∂ν
∂L

∂(∂νψ)
= ∂ν [(D

νψ)∗]

Continuamos con el segundo término de las ecuaciones, en el que solo contribuirán los dos
últimos términos del la Lagrangiana:

∂L
∂ψ

=
∂

∂ψ

[
(Dµψ)∗(Dµψ)−m2|ψ|2

]
=

∂

∂ψ

[
(Dµψ)∗(∂ρψ + iqAρψ)gµρ −m2ψψ∗

]
= (Dµψ)∗iqAρg

µρ −m2ψ∗

Por lo tanto, la ecuación queda finalmente:

∂ν [(D
νψ)∗]− (Dµψ)∗iqAρg

µρ +m2ψ∗ = 0 (2.2)

Reescribiendo esta expresión, obtenemos una similar a la de Klein-Gordon, conjugándola
encontramos la otra ecuación de Euler-Lagrange:{

(� +m2)ψ∗ = qA2ψ∗ + iq
(
ψ∗∂µAµ + 2Aµ∂

µψ∗
)

(� +m2)ψ = qA2ψ − iq
(
ψ∂µAµ + 2Aµ∂

µψ
) (2.3)

Ahora, vamos a utilizar este resultado para demostrar ∂νJ
ν = 0. No voy a escribir todos los

pasos ya que es largo. Para simplificar el cálculo, observamos que los dos sumandos de Jν

son uno el conjugado del otro, por tanto derivaremos el primero, y luego le restaremos eso
mismo conjugado:

∂ν(ψ
∗Dνψ) = ∂νψ

∗Dνψ + ψ∗∂ν(∂µψ + iqAµψ)gµν

= ∂νψ
∗(∂µψ + iqAµψ

)
gµν + ψ∗

(
�ψ + iq∂µ(Aµψ)

)
= ∂µψ∗∂µψ︸ ︷︷ ︸

≡A

+ iqAµψ∂
µψ∗︸ ︷︷ ︸

≡B

+ψ∗�ψ︸ ︷︷ ︸
≡C

+ iq|ψ|2∂µAµ︸ ︷︷ ︸
≡D

+ iqψ∗Aµ∂
µψ︸ ︷︷ ︸

≡E

⇒ ∂νJ
ν = iq(A− A∗ +B −B∗ + C − C∗ +D −D∗ + E − E∗)
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Vamos a operar término a término ahora:

A− A∗ = ∂µψ∗∂µψ − ∂µψ∂µψ∗ = 0

B −B∗ = iqAµ
(
ψ∂µψ∗ + ψ∗∂µψ

)
= iqAµ∂

µ|ψ|2

C − C∗ = ψ∗�ψ − ψ�ψ∗

D −D∗ = iq|ψ|2∂µAµ + iq|ψ|2∂µAµ = 2iq|ψ|2∂µAµ
E − E∗ = iqAµ

(
ψ∗∂µψ + ψ∂µψ∗

)
= iqAµ∂

µ|ψ|2

B −B∗ + E − E∗ +D −D∗ = 2iq(Aµ∂
µ|ψ|2 + |ψ|2∂µAµ) = 2iq∂µ(Aµ|ψ|2)

⇒ ∂νJ
ν = iq

[
2iq∂µ(Aµ|ψ|2) + ψ∗�ψ − ψ�ψ∗

]
A primera vista esto no parece que vaya a anularse, pero tenemos que tener en cuenta las
ecuaciones dinámicas (3). Despejando de ellas �ψ∗ y �ψ, y multiplicando esto por ψ y ψ∗,
respectivamente, obtenemos:ψ�ψ∗ =−m2|ψ|2 + qA2|ψ|2 + iq

(
|ψ|2∂µAµ + 2Aµψ∂

µψ∗
)

ψ∗�ψ =−m2|ψ|2 + qA2|ψ|2 − iq
(
|ψ|2∂µAµ + 2Aµψ

∗∂µψ
)

⇒ ψ∗�ψ − ψ�ψ∗ = −2iq|ψ|2∂µAµ − 2iqAµ
(
ψ∂µψ∗ + ψ∗∂µψ

)
= −2iq∂µ(Aµ|ψ|2)

Por tanto, la divergencia de J es en efecto, nula:

∂νJ
ν = iq

[
2iq∂µ(Aµ|ψ|2) + ψ∗�ψ − ψ�ψ∗

]
= iq

[
2iq∂µ(Aµ|ψ|2)− 2iq∂µ(Aµ|ψ|2)

]
= 0

Q.E.D.

2.3. Entregable 16

Dado ψ espinor de Dirac (ψα, ψ =

[
u
v

]
), y recordando las definiciones de adjunto de

Dirac ψ̄ = ψ∗γ0, y de slash de Feynman ��K = γµKµ, obtener las ecuaciones dinámicas de ψ
y ψ̄ de la siguiente Lagrangiana:

L1 =
i

2
(ψ̄γµ∂µψ − ∂µψ̄γµψ)−mψ̄ψ

Comprobar que una de ellas es la ecuación de Dirac para ψ. Demostrar que es equivalente la
Lagrangiana L2 = ψ̄(i��∂ −m)ψ, teniendo en cuenta que los campos se anulan en el infinito,
ψ
∣∣
∂Ω

= 0.

Tenemos que obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange, primero la de ψ:

∂µ
∂L1

∂(∂µψ)
− ∂L1

∂ψ
= 0 (2.1)
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Comenzamos con el primer término:

∂L1

∂(∂µψ)
=

∂

∂(∂µψ)

[
i

2
ψ̄γν∂νψ

]
=
i

2
ψ̄γνδµν =

i

2
ψ̄γµ

Derivándolo:

∂µ
∂L1

∂(∂µψ)
= ∂µ

i

2
ψ̄γµ =

i

2
��∂ψ̄

Segundo término:

∂L1

∂ψ
=

∂

∂ψ

[
− i

2
∂µψ̄γ

µψ −mψ̄ψ
]

= − i
2
∂µψ̄γ

µ −mψ̄ = − i
2
��∂ψ̄ −mψ̄

Por tanto la primera ecuación dinámica es:

i

2
��∂ψ̄ +

i

2
��∂ψ̄ +mψ̄ = 0⇒ (i��∂ +m)ψ̄ = 0 (2.2)

Si nos fijamos bien, podemos ver que la Lagrangiana es la misma si la conjugamos, por tanto
la segunda ecuación dinámica, la ecuación que se obtiene de Euler-Lagrange con ψ̄, es la
conjugada de la que acabamos de obtener (teniendo en cuenta que el γ0 del ψ̄ no es más que
una matriz invertible, que por tanto podemos eliminar de la ecuación):

(i��∂ −m)ψ = 0 (2.3)

Que como hab́ıamos anticipado en el enunciado, es la ecuación de Dirac.
Ahora queremos comprobar que la segunda Lagrangiana L2 proporcionada en el enunciado
es equivalente a la primera L1. Para ello, lo que nos importa es que la acción correspondiente
sea la misma, es decir, hay que demostrar:

S =

∫
dtL =

∫
dt

∫
d3xL1 =

∫
dt

∫
d3xL2 (2.4)

Partimos de la parte derecha de la igualdad:∫
dt

∫
d3xL2 =

∫
d4x

[
ψ̄(i��∂ −m)ψ

]
= i

∫
d4x ψ̄��∂ψ −

∫
d4xmψ̄ψ

=
i

2

∫
d4x

[
ψ̄��∂ψ + ψ̄��∂ψ

]
−
∫
d4xmψ̄ψ

=
i

2

∫
d4x

[
ψ̄��∂ψ +��∂

(
ψ̄ψ
)
− ψ��∂ψ̄

]
−
∫
d4xmψ̄ψ

=
i

2

∫
d4x��∂

(
ψ̄ψ
)

+
i

2

∫
d4x

[
ψ̄��∂ψ − ψ��∂ψ̄

]
−
∫
d4xmψ̄ψ

=
i

2

∫
d4x ∂µ

(
γµψ̄ψ

)
+

∫
d4x

[ i
2

(
ψ̄��∂ψ − ψ��∂ψ̄

)
−mψ̄ψ

]
=
��

���
���

�i

2

∫
∂Ω

dΣµ γ
µψ̄ψ +

∫
dt

∫
d3xL1 =

∫
dt

∫
d3xL1

Donde hemos usado el Teorema de Gauss de la divergencia, y la condición de que los campos
se anulan en el infinito.
Q.E.D.
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2.4. Entregable 17

A partir de la ecuación de Heisenberg i∂0φ̂ = [φ̂, Ĥ0], demostrar que φ̂ cumple la ecuación
de Klein-Gordon (� +m2)φ̂(~x, t) = 0

Antes de empezar necesitamos dos cosas; por un lado el Hamiltoniano Ĥ0:

Ĥ0 =
1

2

∫
dx′
(

Π̂2 + (~∇φ̂)2 +m2φ̂2
)

(2.1)

(*Nota: recordar que los operadores dentro de la integral están en función de las coordenadas
espaciales ~x′, no les pongo ′ a cada uno para no liar los cálculos). Por otro lado necesitamos
el conmutador de φ̂ con Π̂: [

φ̂(~x, t), Π̂(~x′, t)
]

= iδ(~x′ − ~x) (2.2)

Comenzamos con la ecuación de Heisenberg, teniendo en cuenta que los 2 últimos términos
del Hamiltoniano serán nulos por conmutar φ̂ consigo mismo:

i∂0φ̂ = [φ̂, Ĥ0] =
1

2

∫
dx′
([
φ̂, Π̂2 +��

��
(~∇φ̂)2 +��

�
m2φ̂2

])
=

1

2

∫
dx′
[
φ̂, Π̂2

]
=

1

2

∫
dx′
(

Π̂
[
φ̂, Π̂

]
+
[
φ̂, Π̂

]
Π̂
)

=

∫
dx′ Π̂iδ(~x′ − ~x) = iΠ̂(~x, t) = i∂0φ̂

⇒ ∂0φ̂ = Π̂

Como lo que buscamos es la ecuación de Klein-Gordon, que tiene un ∂0∂0φ̂ dentro, hacemos
esa operación:

∂0∂0φ̂ = ηµ0∂µ∂0φ̂ = ∂0∂0φ̂ = ∂0Π̂ = −i
[
Π̂, Ĥ0

]
(2.3)

Vamos a calcular, por tanto, el conmutador
[
Π̂, Ĥ0

]
, de nuevo teniendo en cuenta que Π̂

conmuta consigo mismo:

−i
[
Π̂, Ĥ0

]
= − i

2

∫
dx′
([

Π̂,��̂Π
2 + (~∇φ̂)2 +m2φ̂2

])
= − i

2

∫
dx′ (A+B)

Haremos cada integral por separado y luego las juntaremos:

A ≡
[
Π̂, (~∇φ̂)2

]
= (~∇φ̂)

[
Π̂, ~∇φ̂

]
+
[
Π̂, ~∇φ̂

]
(~∇φ̂)

= (~∇φ̂)~∇
[
Π̂, φ̂

]
+ ~∇

[
Π̂, φ̂

]
(~∇φ̂) = 2(~∇φ̂)~∇

(
− iδ(~x′ − ~x)

)
= −2i

(
((((

(((
(((~∇

(
(~∇φ̂)δ(~x′ − ~x)

)
− (∇2φ̂)δ(~x′ − ~x)

)
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Donde hemos supuesto que el campo se anula en la frontera (∞), por lo que al integrar el
primer término de la última ĺınea, por el Teorema de Gauss de la divergencia ese término
será nulo.
Por otro lado, tenemos la contribución de B :

B ≡
[
Π̂,m2φ2

]
= m2

(
φ̂
[
Π̂, φ

]
+
[
Π̂, φ

]
φ̂
)

= 2m2φ̂(−iδ(~x′ − ~x))

Por tanto, juntando ambos resultados y usando (3) obtenemos:

−i
[
Π̂, Ĥ0

]
= − i

2

∫
dx′ (A+B) =

∫
dx′
(

(∇2φ̂)δ(~x′ − ~x)−m2φ̂δ(~x′ − ~x)
)

=∇2φ̂(~x, t)−m2φ̂(~x, t) = ∂0∂0φ̂(~x, t)

Finalmente, juntando los tres términos en un lado, e indentificando el D’Alambertiano:

0 = ∂0∂0φ̂−∇2φ̂+m2φ̂ = �φ̂+m2φ̂⇒
(
� +m2

)
φ̂ = 0 (2.4)

Q.E.D.

2.5. Entregable 18

Demostrar las relaciones de conmutación entre âk y â†k:

[âk, â
†
k′ ] = (2π)32Ekδ(~k − ~k′)

Para comenzar vamos a utilizar el conmutador siguiente:[
φ̂(~x, t), Π̂(~x′, t)

]
= iδ(~x′ − ~x) (2.1)

Expresamos el operador campo en términos de los operadores creación y destrucción:

φ̂(x) =

∫
d3k

(2π)32Ek

(
âke
−ikx + â†ke

ikx
)

(2.2)

Lo último que necesitaremos antes de empezar será utilizar el resultado obtenido en el entre-
gable 17, que relaciona el operador campo con el operador momento conjugado (sin olvidar
que, en unidades naturales k0 ≡ Ek):

Π̂(x) = ∂0φ̂ = −i
∫

d3k

(2π)32

(
âke
−ikx − â†ke

ikx
)

(2.3)
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Con esto ya podemos empezar a operar el conmutador (1):

[
φ̂, Π̂

]
=−i

[ ∫
d3k

(2π)32Ek

(
âke
−ikx + â†ke

ikx
)
,

∫
d3k′

(2π)32

(
âk′e

−ik′x′ − â†k′e
ik′x′
)]

=−i
∫

d3kd3k′

(2π)64Ek

[
âke
−ikx + â†ke

ikx, âk′e
−ik′x′ − â†k′e

ik′x′
]

=−i
∫

d3kd3k′

(2π)64Ek

(
���

��[
âk, âk′

]
e−i(kx+k′x′) −

[
âk, â

†
k′

]
e−i(kx−k

′x′)+

+
[
â†k, âk′

]
e−i(k

′x′−kx) −�����
[
â†k, â

†
k′

]
ei(kx+k′x′)

)
(*Notación: x′ ≡ (t, ~x′), ya que como tenemos el tiempo fijado, solo cambia la posición
espacial)
Para proseguir, vamos a introducir las relaciones de conmutación propuestas en el enunciado,
con tal que finalmente obtener la expresión derecha de (2.1). Pero antes vamos a introducir
la fórmula de la representación integral de la Delta de Dirac (tridimensional), que aparecerá
en el desarrollo posterior:

δ(3)(~ω) =
1

(2π)3

∫
d3t e−i~ω

~t (2.4)

Continuamos:[
φ̂, Π̂

]
= i

∫
d3kd3k′

(2π)64Ek
(2π)32Ekδ(~k − ~k′)

(
e−i(kx−k

′x′) + e−i(k
′x′−kx)

)
= i

∫
d3k

(2π)32
e−ik(x−x′) + i

∫
d3k

(2π)32
e−ik(x′−x)

= i

∫
d3k

(2π)32
e−i

~k(~x−~x′) + i

∫
d3k

(2π)32
e−i

~k(~x′−~x)

=
i

2
δ(~x′ − ~x) +

i

2
δ(~x− ~x′) = iδ(~x′ − ~x)

Que es el resultado, previamente conocido, del conmutador (2.1), con lo que queda compro-
bado que el conmutador del enunciado tiene efectivamente esa expresión.
Q.E.D.

2.6. Entregable 19

Demostrar que Q̂ = q

∫
d3k

(2π)32Ek
(n̂k − ˆ̄nk)

Para demostrarlo, vamos a partir de la siguiente igualdad:

Q̂ =

∫
d3x J0 = iq

∫
d3x

(
ψ̂†∂0ψ̂ − ψ̂∂0ψ̂†

)
(2.1)
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Y también usaremos el conmutador del entregable 18 (que es idéntico para las b̂k):

[âk, â
†
k′ ] = (2π)32Ekδ(~k − ~k′) (2.2)

Primero necesitamos las definiciones de ψ̂ y ψ̂†:

ψ̂ =

∫
d3k

(2π)32Ek

(
âke
−ikx + b̂†ke

ikx
)

; ψ̂† =

∫
d3k

(2π)32Ek

(
â†ke

ikx + b̂ke
−ikx

)
(2.3)

Y también sus derivadas temporales:

∂0ψ̂ = −i
∫

d3k

(2π)32

(
âke
−ikx − b̂†ke

ikx
)

; ∂0ψ̂† = i

∫
d3k

(2π)32

(
â†ke

ikx − b̂ke−ikx
)

Introduciendo esto en la ecuación (2.1), y teniendo en cuenta que los operadores â y b̂, junto
con sus adjuntos, conmutan entre ellos.

Q̂ = q

∫
d3xd3kd3k′

(2π)64Ek

(
â†kâk′e

i(k−k′)x −
�
��â†kb̂
†
k′e

i(k+k′)x +��
�

b̂kâk′e
−i(k+k′)x − b̂kb̂†k′e

−i(k−k′)x
)

+ q

∫
d3xd3kd3k′

(2π)64Ek

(
âkâ

†
k′e
−i(k−k′)x −���âkb̂k′e

−i(k+k′)x +
�
��b̂†kâ
†
k′e

i(k+k′)x − b̂†kb̂k′e
i(k−k′)x

)
Para continuar, utilizamos las relaciones dadas por el conmutador (2.2) para los operadores
creación y destrucción â, â†; b̂, b̂†; y las definiciones de los operadores número n̂ y ˆ̄n

n̂ ≡ â†kâk; ˆ̄n = b̂†kb̂k (2.4)

Con esto, e identificando Deltas de Dirac como en el entregable anterior:

Q̂ = q

∫
d3xd3kd3k′

(2π)64Ek

(
â†kâk′e

i(k−k′)x − b̂kb̂†k′e
−i(k−k′)x + âkâ

†
k′e
−i(k−k′)x − b̂†kb̂k′e

−i(k−k′)x
)

= q

∫
d3kd3k′

(2π)64Ek
(2π)3δ(~k′ − ~k)

(
â†kâk′ − b̂kb̂

†
k′ + âkâ

†
k′ − b̂

†
kb̂k′
)

= q

∫
d3k

(2π)34Ek

(
â†kâk − b̂

†
kb̂k +���

��(2π)32Ek + â†kâk −���
��(2π)32Ek − b̂†kb̂k′

)
= q

∫
d3k

(2π)32Ek

(
â†kâk − b̂

†
kb̂k

)
= q

∫
d3k

(2π)32Ek

(
n̂− ˆ̄n

)
Q.E.D.
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2.7. Entregable 20

A partir de: i
dU

dt
= ĤU, i

dU0

dt
= Ĥ0U0, y de las relaciones: U = U0U

′, Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′,

demostrar:

i
dU ′

dt
= Ĥ ′IU

′ y i
d

dt
|ψ(t)〉I = Ĥ ′I |ψ(t)〉I

Para la primera igualdad:

i
dU

dt
= i

d(U0U
′)

dt
= i

dU0

dt
U ′ + iU0

dU ′

dt
= Ĥ0U0U

′ + iU0
dU ′

dt

ĤU = (Ĥ0 + Ĥ)U0U
′ = Ĥ0U0U

′ + Ĥ ′U0U
′

⇒ ���
��

Ĥ0U0U
′ + iU0

dU ′

dt
=���

��
Ĥ0U0U

′ + Ĥ ′U0U
′

⇒ i
dU ′

dt
= U−1

0 Ĥ ′U0U
′ = Ĥ ′IU

′

Nos falta por tanto, la segunda igualdad. Para ella necesitaremos saber cómo se definen los
estados en la imagen de interacción:

|ψ(t)〉I = U ′(t, t0) |ψ(t0)〉 (2.1)

Con esto, sabiendo que |ψ(t0)〉 es constante, y con la igualdad anterior:

i
d

dt
|ψ(t)〉I = i

d

dt

(
U ′ |ψ(t0)〉I

)
= i
( d

dt
U ′
)
|ψ(t0)〉+ iU ′���

��
��

( d

dt
|ψ(t0)〉

)
= Ĥ ′IU

′ |ψ(t0)〉 = Ĥ ′I |ψ(t)〉I

Q.E.D.
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Caṕıtulo 3

Matriz S, secciones eficaces y
anchuras de desintregración

3.1. Entregable 21

Una caracteŕıstica de ambos sistemas CM (centro de masas) y LAB (laboratorio), es que
las velocidades de las dos part́ıculas que colisionan son paralelas, ~v1||~v2. Demostrar que, en
este caso,

dσ =
|Tif |2

4
√(

P1 · P2

)2 −m2
1m

2
2

dnLIPS

Partimos del resultado obtenido para el diferencial de sección eficaz en el caso general de
una colisión entre dos part́ıculas:

dσ =
|Tif |2

4P 0
1P

0
2 |~v1 − ~v2|

dnLIPS (3.1)

Para demostrar el resultado del enunciado, por lo tanto, solo necesitamos probar:

P 0
1P

0
2 |~v1 − ~v2| =

√(
P1 · P2

)2 −m2
1m

2
2 (3.2)

Para ello, vamos a usar la notación E1 ≡ P 0
1 , E2 ≡ P 0

2 , y el sistema CM, en el cual:{
P1 = (E1, ~p)
P2 = (E2,−~p)

(3.3)

Por otro lado también conocemos la relación entre las masas y los cuadrimomentos:

P 2
1 = E2

1 − |~p|2 = m2
1, P 2

2 = E2
2 − |~p|2 = m2

2 (3.4)
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Con esto podemos empezar la demostración. Comenzamos calculando el producto de ambos
cuadrimomentos:

P1 · P2 = E1E2 − ~p1~p2 = E1E2 − |~p1||~p2| cos θ

Con esto, y teniendo en cuenta que las velocidades de las part́ıculas son paralelas, la parte
derecha de la ecuación (2), elevada al cuadrado, queda:(

P1 · P2

)2 −m2
1m

2
2 =

(
E1E2 − |~p1||~p2|

)2 −m2
1m

2
2

= E2
1E

2
2 + |~p1|2|~p2|2 + 2E1E2|~p1||~p2| −

(
E2

1 − |~p1|2
)(
E2

2 − |~p2|2
)

=��
��E2

1E
2
2 +���

��|~p1|2|~p2|2 + 2E1E2|~p1||~p2| −��
��E2

1E
2
2 −����

�|~p1|2|~p2|2

+E2
2 |~p1|2 + E2

1 |~p2|2

= 2E1E2|~p1||~p2|+ E2
2 |~p1|2 + E2

1 |~p2|2

= E2
1E

2
2

(
2|~p1||~p2|
E1E2

+
|~p1|2

E2
1

+
|~p2|2

E2
2

)
= E2

1E
2
2

(
|~p1|
E1

+
|~p2|
E2

)2

= (P 0
1 )2(P 0

2 )2(~v1 − ~v2)2

Y aśı podemos ver fácilmente que la ráız de esto (ya que, como mencionamos antes, hicimos
el cuadrado de la parte derecha de (2.2)) es el resultado que buscábamos, la parte izquierda
de (2.2).
Q.E.D.

Figura 3.1: Ejemplo de una colisión elástica 2→ 2

29



3.2. Entregable 22

Con las definiciones utilizadas en el caso de la sección eficaz de un proceso 2 → 2,
demostrar:

ki = |~k| = 1

2
√
s

√
(s−m2

1 −m2
2)2 − 4m2

1m
2
2

Las definiciones previamente mencionadas son las siguientes:

s = (k1 + k2)2 = (k3 + k4)2 = (E1 + E2)2 = (E3 + E4)2 = E2
i = E2

f (3.1)

Por último, con las definiciones del momento k1 = (E1, ~k) y k2 = (E2,−~k), sacamos las
siguientes relaciones, que nos serán útiles:{

k1k2 = E1E2 + |~k|2
k2

1k
2
2 = E2

1E
2
2 + |~k|4 − E2

1 |~k|2 − E2|~k|2
(3.2)

Con la primera igualdad de (3.1), y las definiciones de k1, k2 también podemos expresar s
como:

s = m2
1 +m2

2 + 2k1k2 (3.3)

Si introducimos eso en la identidad a demostrar, y además la elevamos al cuadrado:

|~k|2 =
1

4s

[
(���

��m2
1 +m2

2 + 2k1k2 −����
�

m2
1 −m2

2)2 − 4m2
1m

2
2

]
⇒ �4s|~k|2 = �4(k1k2)2 − �4m2

1m
2
2

Aqúı se introduce la primera parte de (3.2):

s|~k|2 =
(
E1E2 + |~k|2)2 −m2

1m
2
2

= E2
1E

2
2 + |~k|4 + 2E1E2|~k|2 −m2

1m
2
2

Teniendo en cuenta que k2
1 = m2

1, y análogamente para k2, además de usar la segunda parte
de (3.2), obtenemos:

s
�
�|~k|2 = E2

1�
�|~k|2 + E2

2�
�|~k|2����

���−|~k|4 + |~k|4 + 2
�
�|~k|2E1E2

⇒ s = E2
1 + E − 22 + 2E1E2 = (E1 + E2)2

Por tanto el resultado al que hemos llegado tiene toda la coherencia posible, ya que es la
propia definición de s.
Q.E.D.
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3.3. Entregable 23

Demostrar que, para las variables de Mandelstam s, t, u, que son invariantes Lorentz, se
cumple:

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4

Las variables de Mandelstam se escriben en términos de los cuadrivectores k1, k2, k3, k4

de la colisión de la siguiente forma:
s = (k1 + k2)2 = (k3 + k4)2

t = (k1 − k3)2 = (k2 − k4)2

u = (k1 − k4)2 = (k3 − k2)2

(3.1)

Conocemos también la relación entre cualquiera de los cuadrivectores y su masa correspon-
diente:

k2
i = m2

i , i = 1, 2, 3, 4 (3.2)

Con esto, procedemos a la demostración (utilizando la primera igualdad de cada variable de
Mandelstam, (3.1)):

s+ t+ u = (k1 + k2)2 + (k1 − k3)2 + (k1 − k4)2

= 3k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4 + 2k1k2 − 2k1k3 − 2k1k4

= 3k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4 + 2k1(k2 − k3 − k4)

Aqúı usamos la segunda igualdad de s: −k1 = k2 − k3 − k4:

s+ t+ u = 3k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4 + 2k1(−k1)

= k2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4 = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4

Q.E.D.

Nota: De aqúı en adelante todos los ejercicios son ejercicios recomendados, pero
no entregables
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Caṕıtulo 4

Cuantización canónica de campos
fermiónicos

4.1. Ejercicio recomendado 1

Comprobar que el operador ψ̂α satisface la ecuación de Dirac para operadores de campo:

(i��∂ −m) ψ̂ = 0

El operador campo fermiónico se define de la siguiente manera:

ψ̂α(~x, t) =
∑
s

∫
d~k

(2π)32Ek

(
uα(~k, s)b̂(~k, s)e−ikx + vα(~k, s)d̂†(~k, s)eikx

)
(4.1)

4.2. Ejercicio recomendado 2

Hallar las relaciones de conmutación/anticonmutación de los operadores creación y des-
trucción para part́ıculas y antipart́ıculas, no nulas:[

b̂(~k, s), b̂†(~k′, s′)
]

=
[
d̂(~k, s), d̂†(~k′, s′)

]
= (2π)32Ekδs,s′δ(~k − ~k′)
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4.3. Ejercicio recomendado 3

Expresar el hamiltoniano en términos de los operadores creación y destrucción de part́ıcu-
las y antipart́ıculas:

Ĥ0 =
1

2

∑
s

∫
d~k

(2π)3Ek
Ek

(
b̂†(~k, s)b̂(~k, s)− d̂(~k, s)d̂†(~k, s)

)
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