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Notacion y convenios

= En todo lo que sigue vamos a tener en cuenta el «convenio de sumacion de Einstein»,
por el cual un término con un superindice y un subindice iguales llevara implicito un
sumatorio sobre todos los posibles valores de ese indice.

4
Ejemplo: z¥p, = Zx“pﬂ
pn=0

» Los indices griegos tendran valores «cuatridimensionales», (0,1,2,3), mientras que los
indices latinos tendran valores inicamente espaciales, (1,2,3).

= Nuestra métrica serd la métrica usada en los circulos de fisica de particulas, que tendra
signatura (4, —, —, —), siendo por ejemplo la de Minkowski 7, = diag(1, -1, -1, —1).
La razén de esto es para que las energias sean positivas, (ya que son lo més importante
que se calcula en esta asignatura, a cambio de que los célculos de posiciones daran
como resultado nimeros negativos).



Capitulo 0

Ecuaciones de Klein-(GGordon y de
Dirac

0.1. Entregable 1

Dado j = —%(zﬂ*ﬁw—wﬁw*) y p = ||, comprobar, usando las ecuaciones de Schridin-
ger y Klein-Gordon, que satisfacen la ecuacion de continuidad:

—+ V=0 (1)

Caso Schrodinger
Sabiendo que la ecuacion de Schrodinger no relativista tiene la siguiente forma:

L oY h*V?
ma_H@z}_(— o +V)¢ (2)
Y que la ecuacion para la ¢ es:
Loyt . h2Vv? .
th BT =—HyY ——(— Gy +V>w (3)
Operamos el término de p de la ecuacién de continuidad:
Op 00U DU i
i R*v? L hPV? .
=ﬁ(—w Wy ¢—M)
m 2m
__ﬂ 2% 1x\72
A S



Vemos que vamos por buen camino, ya que eso se parece a la parte de j de la ecuacion de
continuidad. En efecto, si operamos esa parte:

= 2 ih = * = %\ ih (= * = = %
V)= =g VTV =9V = —on [V(6TVY) = V(Y]
meo o
= — 5 - [(VV9) + 6" V24 — (VHTTT) — 720]
h o _Op
(6" — V) = ——

En efecto, comprobamos que se cumple la ecuacion de continuidad en este caso.

B ih
2m

Caso Klein-Gordon
La ecuacion de Klein-Gordon es la siguiente (independiente de si se trata de 1 o *):

@+ w2 = (8,0" + m?) =0 (4)

Para este caso nos interesa escribir la ecuacion de continuidad (1) con notacién de cuadri-
S N ik * x).
vectores, en este caso con j* = (p,j) = 5-(V* O — Yo Y*):

.0 - -
aujﬂza—f+v-]:0 (5)

Si operamos la parte izquierda junto con la definicién de j*:

h B
8,0" = ;_mau(d)*a“d} - ¢8M¢*) - 27/_771 [aﬂ(¢*au¢) - aﬂ(¢8uw*)}

ih . . " .
= %@w 'Y + "0y — 0"y — YY)
Subiendo y bajando indices (0,4*0*¢ = 0,4*0,0g"" = 0"¢*0,), llegamos a la conclusion

de que el primer y tercer término de la suma son iguales y se anulan. Por tanto solo queda
utilizar la ecuacién de Klein-Gordon:

0" = (WD —Y") = o (g my ) = 0

En efecto, para este caso también comprobamos que la ecuacion de continuidad se cumple.

0.2. Entregable 2

Obtener I (momento canonico conjugado) a partir de L, siendo L la Lagrangiana de una
particula cargada.

La Lagrangiana de una particula cargada (en unidades naturales) es la siguiente:
L=—mV1—02+qiA— qp (1)
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Por otro lado, sabemos como calcular los momentos candnicos conjugados a partir de La-
grangianas:

_oc

' = 2
o0, (2)
Por tanto, introduciendo (1) en (2):
. 0 s o _
I = [—m\/l—ivz%—qvA] =MV ———= + ¢A’
ov L e
= ymv' +qA' =p' + qA’
Asi que, vectorialmente, el momento candnico conjugado es:
M=p5+qA (3)

0.3. Entregable 3

Obtener el Hamiltoniano de una particula cargada en un campo electromagnético, a partir
de su Lagrangiana.

La Lagrangiana es la del entregable anterior:
L(Z,7) = —mV1— 0+ q0-A—qo

donde m y ¢ son, respectivamente,la masa y la carga de la particula, v es su velocidad,
y Ay ¢ los potenciales electromagnéticos. La formula de mecanica clasica para obtener el
Hamiltoniano a partir de la Lagrangiana es la siguiente:

H(EZO) =0-Tl - L (1)

con II el momento canénico conjugado. Este lo calculamos en el entregable anterior, y era
de la forma siguiente:

II=p+qA
siendo p'= m~ el momento relativista. Sustituyéndolo en (1) nos queda lo siguiente:

H = 0-(F+qAd)—L
= my?+qui-A—L

Ahora, teniendo en cuenta que v = sustituimos la Lagrangiana en la expresion

1
V1—1?



anterior, y operamos:
H=my?+qv-A— (—m\/1—02+q5-g—q¢)
= myv? +M+m\/1—v2—M+q¢

2

:m\/< v +M)2+q¢

1 — 02

4
:m\/ ! +1—0v2+ 202+ q¢
1 —?

:m\/%+1+;/—2v2+2v2—%

o2 +q0

1 —v? 40?2
=m0 = m TR g
= Vm? +m*y?? +q¢ = \/m? + p* 4 q¢

Finalmente llegamos al resultado que buscdbamos, que haciendo la sustitucion del momento
p con la férmula del momento conjugado, no depende directamente de la velocidad, si no del
momento candnico conjugado, que es lo que buscabamos:

H(Z, 1) = \/m2 + (ﬁ - qfY)Q +q¢ (2)

0.4. Entregable 4

—

Reescribir la ecuacion de Pauli de tal forma que aparezca el término S.B

El objetivo de este entregable es partir de la Ecuaciéon de Pauli para un particula no
relativista con spin sometida a campos electromagnéticos,

22 {iw—ﬁ AP+ qu}s@ )

(siendo & el vector de matrices de Pauli) y llegar a la ecuacién siguiente:

a 1 — —,
pad { (—iV — qA)* —

—

§-§+q¢}gp, S =

o | Qy

“or ~ \2m

Para llegar a este resultado, hemos de usar una propiedad de las matrices de Pauli:

— — —

(@) (5-D) = (@ D)L +i(d@ x b)& (3)
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Lo que hacemos es expresar la parte elevada al cuadrado de la ecuacion de Pauli como:

6(—iV — gA)]? = [F(—iV — gA)] - [F(—iV — ¢A)]

A esto le aplicamos la propiedad (3), teniendo en cuenta que, en nuestro caso, @ = b =
(—iV — qA), con lo que obtenemos:

(G-a)-(7-d) = (—iV — qA)? +i(@ x @)¢ (4)

Como vemos que el primer término ya aparece en la ecuacién (2), vamos a centrarnos ahora
en el segundo, el producto vectorial. Por el momento vamos a olvidar tanto ¢ como &, los
anadiremos después.
i x @=(—iV — gA) x (—iV — ¢A)
===V + (—iV) X (—¢A)

-,

+ (—qA) X (=iV) + (=gAyx{=qA)

Al anularse los productos vectoriales de un vector por si mismo, solo nos quedan esos dos
productos. Ahora si, completamos el segundo término de la ecuacién (4):

i(@x @) = ifigV x A+igA x V|&

El ultimo término es nulo porque las derivadas de las matrices de Pauli son nulas. Asi que
finalmente, juntando este resultado con la ecuacién (4), llegamos a lo siguiente:

—

F(=iV — qA))* = (=iV — gA)* — qB5

[N IS T]

Y con este resultado introducido en la ecuacién (1), teniendo en cuenta que S = llegamos

al objetivo del entregable, la ecuacién (2).

0.5. Entregable 5

Demostrar dos igualdades para las soluciones de la Ecuacién de Dirac, {u® s = 1,2}.
Las soluciones que vamos a manejar son de la siguiente forma:

- ()



También necesitamos las siguientes definiciones y propiedades:

ot = (I, 7) (&gt = o
{5# — (I, -5) 255(55)T =1 2)

Siendo ¢ las 3 matrices de Pauli.
Y finalmente necesitamos las definiciones de la «notacién de slash de Feynman» 4 = y#A,
y de adjunto de Dirac @ = u'4°, siendo v* las matrices gamma de Dirac, en representacién

quiral:
o (0 I , (0 ¢

Las igualdades que tenemos que demostrar son las siguientes:

' (p)u’(p) = 26"m

Primera igualdad
Partimos del lado derecho de la igualdad Ig.1:
01\ [+VPoes
=t s — (2t\FTA0,,5 — P N/ Pa (et
i (p)u* () = (u)20u* = (VPa(e) VPE(E)) vo) | vpme
[P
— (VPa(et) vPa(et)) Spae
= VPoV/Po(¢")1¢ + VPavVPo(¢h)i¢
=2VPoVPs ()¢
Por la primera propiedad de las &, (2), obtenemos:
u(p)u(p) = 20"/ (Po)(Po) (4)

Ahora hemos de operar el interior de la raiz, primero Po:

. Po—DP3 P2 —P1
Po = I—po = :
bt = b (—sz—pl p0+p3)

Anélogamente para Pa:

_ - Po+Dp3  —ipa+pr
Pc = I4+po=|":
Potrl (2p2 +P1 Po—Ps3 )
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Si los multiplicamos, obtenemos:
2 _ .2 .2 2 "
N R S R v 0 _ (pu" 0 ) _
Po)(Po) = = =PI
(Fo)Po) ( 0 p%—p?—pé—p?a) ( 0 pup"

De acuerdo con la ecuacién (4), tenemos que hacer la raiz de esto. La «raiz» de una matriz
diagonal es la raiz de cada uno de los elementos de la diagonal. En nuestro caso, sera la raiz
de P? por la identidad, siendo a su vez P el cuadrimomento relativista, es decir:

V(Po)(Pa) = VP = vm?2l = ml
Introduciendo esto en la ecuacién (4) obtenemos finalmente:
a'(p)u*(p) = 26"ml = 20"m

Q.E.D.

Segunda igualdad

De nuevo partimos del lado derecho de la igualdad Ig.2:
St = Cwwe)h =3 (Yo (VPre) VPo(e)
S S S (Po-)f
_ s/esyt (Po)(Pa) Po
;5 (&) ) ( P& (Po)(P5)
~ (ml Po\ (0 Po n ml 0
~ \Pc mlI) \Psg 0 0 ml
Vamos a ocuparnos ahora de la primera matriz, ya que la segunda se encuentra en la forma
que queriamos.
0 Po\ 0 pol — po
P 0 — \pol + pc& 0

B 01\ (0 & _
= Pol1 o) P\ o) TP

Este resultado tenemos que recordad que podemos expresarlo con la definicion de «slash
de Feynman», asi que finalmente juntando este resultado con el de la ecuacién anterior.
obtenemos que:

Z u*(p)a(p) = py*+ml=F+m

QED.



Capitulo 1

Cuantizacion del campo
electromagnético

1.1. Entregable 6

~ ~
A

Obtener los conmutadores: [a,a’] =1, [N,a] = —a, [N,al] = af

Para comenzar vamos a ver la actuacién de los operadores creacién (a') y destruccién

(@) sobre un ket:
a'ln) = Vn+1jn+1) (1.1)
aln) = njn—1) '
Y también la actuacién del operador nimero (N ) sobre un ket:
Nin) = ala|n) =nln) (1.2)

Ahora podemos empezar a calcular conmutadores, aplicando cada uno de ellos a un ket.
Comenzamos por el de @ con a':

[a,a]|n) = (aal —ata) |n) = (aat — N)|n)
= avn+1ln+1)—nn)=vn+1vn+1in) —nin)
= (w+1-n)[n)=1n)
= [a,a’] =1

Para los dos siguientes conmutadores, vamos a usar un truco: expresarlos en funcién del
conmutador anteriormente obtenido, el de [a, a'].

A

[N,a]|n) = (Na—aN)|n) = (ataa — aata) |n)
= (a'a—aa")a|n) = —[a,a'la|n) = —a|n)
= [N,d] = —a



Lo mismo hacemos con el ultimo conmutador:

[N,af][n) = (Naf —atN)|n) = (afaa — afata) n)
= af(aa' — a'a)|n) = a'la,a’] n) = a' |n)

A

= [N, al] = af

1.2. Entregable 7

Comprobar que los vectores k, €1, y €5 forman un triedro dextrdgiro.
Los 3 vectores a analizar son los siguientes:
= w (sin 6 cosp, sinfsinp, cos 9)

(cos@cosgo, cosfsin o, —sin@) (1.1)
= (—singo, cos O)

NN
I

Graficamente lo que tenemos es:

o

Figura 1.1: Triedro de vectores genéricos

Para comprobar que forman un triedro dextrégiro lo primero que tenemos que ver es que

11



se cumpla la condicién de i - ex= 0; A= 1,2. Comenzamos con €;:
k- & = w(sin @ cos f cos® ¢ + sin  cos O sin® ¢ — sin 0 cos )
= w(sinf cosf —sinfhcosfh) =0
Ya lo hemos comprobado para €, ahora toca comprobarlo para €s:
k& = w(—sinfsin @ cos p + sinfsin pcosp +0) =0

Finalmente, para que sea realmente dextrégiro y no levégiro, el producto escalar de k con
€1 X € ha de ser positivo:

—

k-(6 Xé&)=k- (cosgosin 0, sin p sin 6, cos  cos? o + cos O sin® <p>

k
w(sin? @ cos? ¢ + sin? § sin? ¢ + cos? f cos? ¢ + cos? Osin? )
w(sin? §(1 —M) + sin?#4sin’ o + cos’ ) = w > 0

Si fuera levégiro ese producto escalar seria negativo. Por tanto concluimos que esos tres
vectores forman un triedro dextrégiro.

1.3. Entregable 8

FExpresar el Hamiltoniano del campo electromagnético como una combinacion de oscila-
dores armonicos con las coordenadas Qy y Pg.

Vamos a partir del Hamiltoniano en términos de ffk

V > ;’* T x
H="1 ;(Ak v+ Wi ARAT) (1.1)

y hemos del llegar al siguiente Hamiltoniano:

M= LS (B i) (12)

k

donde Cjk y ﬁk cumplen:
Qv = VV(dx+aj)
By = —iwVV (i — a;) (1.3)
Qv = P

Y finalmente sabemos que los coeficientes day, que provienen del desarrollo de fT, cumplen la

siguiente propiedad:
Ay = ay + a, (1.4)

12



A partir de esta ultima propiedad (1.4) es trivial expresar la coordenada Cjk en funcién de

ffki

Qr = VV (@ +a;) = VVA,
Es directo ver, por tanto, la relacién entre las segundas partes de los Hamiltonianos (1.1) y
(1.2):

(Grl* = (VV LA = VA

32

Y a su vez, usando la tercera igualdad de (1.3):

|Pl? = |Qi> = (VVA)? = VA = VAL

ERER p2
= ARA; = Vk (1.6)

Introduciendo los resultados (1.5) y (1.6) en el Hamiltoniano (1.1) obtenemos lo que buscaba-
mos, el Hamiltoniano (1.2).

1.4. Entregable 9

A partir de las definiciones de agy y &L/\, y teniendo en cuenta los conmutadores de
Poy y Qux, demostrar las relaciones de conmutacion [dk,\,&L}\,] = Ok Or N, [d;@,\,&k/)\/] =

] = 0

Las definiciones de agy y d,t)\ en funcion de Pyy y Qg son las siguientes:

WE , A 7 o~
\/ ?k(QkA + —D)

= “’Zk (1.1)
N | W, A _'p
Gy 9 (Qm o k,\)

y los conmutadores de pkA y Qk,\ son:

Q>
-
>

Il

{ [Qk)\a -F:)k’)\’} = iéﬁ,k’(s{,k’ (1 2)
[Qir, Qux] = [Pex, Pox] =0
Ahora si, vamos a calcular los conmutadores que queremos:
A X Wk A
[, afry] = 719 [Qrx + - ka, ka ]
w ~
= f(l/@w\/@m— o W— — QkA,Pk/,\/} + —[PkA,Qm/D
k k'
w
= 7k <—Z5k K OAN + — (=) Ok, 1 Ox ,\/>
ch
Wk
= ?_&c KON = O, k/5,\ N
W

13



A, Qpry] = ]

wk/ . .

A A 7 ~ ~ N ~

PP | + — [Qk,\, sz’)\/} + — [PkA> ka])
WrWg! Wt Wi

[

(

(L Gk On + —(—z)ém/(h,x) —0
[ |

(

(

R R 72
e | +

~

Wp! }

A A i? - A 1 A “ 1 n A
| + [PoxrPion] — — [Qir. Pox] — — [Pr, kaD

. Wg Wk

WEWE!

[&L,\» d;tw] kA — w_kPk:)\a Qrx

w|fo|EolE w|EvlE el

7 . 1 .
_Zék,k’ak,)\’ — w—k(—l)éhk/(s)\,)\/) = O
Q.ED.

1.5. Entregable 10

Dada una base del Espacio de Hilbert £, g xy, Mhyrg, Mgy ) = |[Pkn,), calcular el

SRR i)

Primero vamos a ver la definicién del operador campo eléctrico en términos de los ope-
radores creacion y destruccién:

E(i,t) = TVZ\/TC <€Aame i(opt=k) _ 1<wk”€'f>) (1.1)

Claramente, el valor medio del campo en cualquier estado sera nulo, por culpa de los opera-
dores de creacién y destruccion, debido a la ortogonalidad entre estados. Para hacerlo mas
explicito:

valor esperado de: (

E « Z(a;)\—dz)\)

kX
= (o | Elne,) o0 Y (g, | (ai — afy) [g,)

kA
o Y (e (In =y, = 0 +1)40,) =0

En el caso del campo al cuadrado, tenemos que tener en cuenta que por la ortogonalidad de
estados solo contribuyen los términos que no tienen dobles operadores destruccion y creacion,
es decir, solo contribuiran los que tengan uno de creacion y otro de destruccion:

<nkiAi|E"2|nkiAi> - <nszz|EE*|nszz>

0.8 Z Z \ WiWg! <7’Lki,\i

kX kE'N

= ZZ\/W U7

k' N

(dk)\ - dLA) (dL’A’ - dk')\') ’nkz)\z>

T
(ak)\ak,,\, — amakw — ak/\ak,/\, + amak/,\/) |nk A >

14



Nos podemos fijar en que de esos cuatro términos los dos centrales no contribuyen ya que
uno sube dos niveles y el otro baja dos, por lo cual valor esperado seran nulo al ser diferentes
el bra y el ket.

O At A
ApAQApr + ak)\akw|nki,\i>

<nki>\i E2|nkiAi> X Z Z V WEWyy <nk'i)\i
kX KN
=SS e

kX kN

= 2 Z Z VWil O o O3

5k,k’5)\,/\’ ’nk)\>

1.6. Entregable 11

Demostrar la siguiente igualdad: (B|P|A) = im, (B [F[at, )Z'} |A)
Sabemos que el Hamiltoniano atémico If[at tiene la siguiente forma:

~
—

A P2 -
ot = 5+ V(@) (L1)
Y que el conmutador de z con p es: o
(X, P] =i (1.2)

Comenzamos a operar con el conmutador, teniendo en cuenta la propiedad [A + B,C| =

[A,C] + [B,C], y que V, al ser funcién tnicamente de #, conmuta con X.

~ ~

P 52 N 5 52 2 N S5
[0 %] = [+ V@, %] = [ X] + 175 = - [P.5)

2m, o - 2m,

Ahora usaremos la propiedad [AB, C] = A[B,C| + [A, C|B.

a 1 .2, 2 1 2225 5oa 1 = 2,
[Hatax]A = 2m¢ [APQuX] = 2me(P[P7X} + [PuX]P) = 2me(_Z — 1 )
= [[:[ata)?] = _L_’
Me

Con lo que ya tenemos probada la igualdad:
] A 2 ) 7 5 2,
ime (B|[Ha, X]|A) = im. (B| - EP|A) = (B|P|A)

QED.

15



1.7. Entregable 12

Demostrar que las coordenadas esféricas se pueden escribir en términos de los armonicos

esféricos de la siguiente manera:

4
Ty = m/%Yﬁ(@,gp), M=0,+1

(1.1)

Para demostrarlo, hemos de reducir la férmula anterior a la expresién original de las

coordenadas esféricas: ‘
T+ 1y

Ty =F—7=»
V2
Necesitamos primero los tres armonicos esféricos Yy,:

1 /3 ) 1 /3 —1 1 /3
yio_Lt 3t oy L3 o) YOIZ_\ﬁz
2V 27w T 2 2V mr

Tog =%

Introduciendo esto en (1.1), obtenemos:

Q.E.D.

Figura 1.2: Representacion de los primeros armoénicos esféricos.

16
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1.8. Entregable 13

Calcular el gradiente de la funcion radial paran =1, 1= 0.

—

=3 i
VR = —Rio—

aogr

La funcién radial en nuestro caso es:

2 —Tr/aQ
Ruo(r) = — e "™
o

(1.1)

Lo mas logico en este caso es utilizar el gradiente en coordenadas esféricas, del que ademas

permanece solo el primer término, ya que R solo depende de r:

v- 9, +%7a/+ L2
o 90 " r 9&0%

(1.2)

Conviene también definir el vector €, unitario en la direccién del vector posicién Z, cuyo

modulo es r

é, =T/r
Por tanto: ~ ~
ﬁRIO = %ér = — 2 —r/aoz = —}%10i
or ag/QaO r aor
Q.ED.

17
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Capitulo 2

Cuantizacion canédnica (covariante) de
un campo escalar

N

0382 [ T +0.459

Figura 2.1: Campo escalar (por ejemplo, un campo de temperatura o presién)
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2.1. Entregable 14

Dado A,, y F,,, = 0,A, — 0,A,, calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange para la si-

guiente Lagrangiana:

1 v
L=~ FuF" — A"

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos son las siguientes:

oL oL
0y — =0 (2.1)
0(0,A,) 04,
Comenzamos calculando el primer término, en el que solo contribuye la primera parte de la
Lagrangiana, ya que la segunda no tiene derivadas de A,:

FaﬁFpagapgﬁa)

90,A,)  9(0,A)\ 1

1
= — (040 — G50 Frog g% + Fup (3108 — 8451199

oL 8)(1

1 1% ag vo v (07 v
= [(g PG — g"9") Fpo + Fag(g™ g™ — g™*g" )}

1

Derivando esto obtenemos:

oL
e
Paw,Ay ~ %

Por otro lado, tenemos el segundo término de las ecuaciones, en el que solo contribuird la
segunda parte de la Lagrangiana:

oL 0

= —(—AJP) = -"JF = —J"

0 AM 0 AM ( P ) p

Por tanto, juntando ambos resultados, las ecuaciones que se obtienen son finalmente las de
Maxwell:

0, F" = — Jn (2.2)

(El signo menos viene de que la derivada de F' es respecto al segundo indice, es decir, podemos
reescribirlo con la antisimetria de F' asi: 9, F"* = J")

2.2. Entregable 15

Dados A,, F,,, la derwada covariante D,, = 0, + iqA,, encontrar las ecuaciones de
Euler-Lagrange de 1 y 1* para la siguiente Lagrangiana:

1
L= Fu P + (D) (D") = m[f?

19



Y demostrar que la divergencia de J” = iq(1yp* D"y — (D )*) vale cero.

La primera parte de la Lagrangiana no depende de ¢ y ¥*, por lo que nos centraremos
en las dos siguientes. Lo primero que merece la pena destacar es que debido a la estructura
de la Lagrangiana, las ecuaciones para ambos campos seran una la conjugada de la otra, por
lo que con calcular una basta. Las ecuaciones de Euler-Lagrange seran las siguientes:

oL 0
Op——————=0 (2.1)
A0y) O
Comenzamos con el primer término, que solo tendra contribuciones del la parte de las deri-
vadas covariantes de la Lagrangiana, la inica en la que aparecen derivadas de 1):

S0 = 5 [P ()] = 5 (0,00 + inA )
= (D) o,9" = (D")*
Derivandolo obtenemos:
0,25~ 0,[(D")"
9(0,)

Continuamos con el segundo término de las ecuaciones, en el que solo contribuiran los dos
ultimos términos del la Lagrangiana:

oL _ o
oy O
= (Du¥)*iqA,g"* — m*y*
Por lo tanto, la ecuacién queda finalmente:
0,[(D"9)*] = (D))" igApg" +m*p* = 0 (2.2)

Reescribiendo esta expresion, obtenemos una similar a la de Klein-Gordon, conjugandola
encontramos la otra ecuacion de Euler-Lagrange:

(O+m*)y* = qA* + iq(w*a“AM + 2AM('3“17D*)
O+m?)y = qA% — @'q(l/@“A# + 2A#8“1/1)

Ahora, vamos a utilizar este resultado para demostrar d,J” = 0. No voy a escribir todos los
pasos ya que es largo. Para simplificar el célculo, observamos que los dos sumandos de J”
son uno el conjugado del otro, por tanto derivaremos el primero, y luego le restaremos eso
mismo conjugado:

0, (Y* D) = 0,4* D" + ¢*0,(0ptp + iqA, ) g
= 0" (9,0 + iqA) g™ + " (O + iqd* (A))
= 0" 0,0 +iqA o™ + T + z’q|w\28“AM +iqy* A, 0"
N e N N e —~ ~ — P
=A =B =C =D =F
=0,JV=iqA-A*+B-B*+C—-C*+D— D"+ FE— E*)

(D) (D) = ] = 5D @y + iaA,)g?” — mibs

(2.3)
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Vamos a operar término a término ahora:

A= A* = 0"p* 0,0 — "D, bt = 0

B — B* =iqA, (9" + ¢ 9Mp) = iqA, ")

C — C* =y — Oy

D — D* = iq|[20" A, + iq| 2" A, = 2ig 2" A,

E — E* = igA, (V" 0" + "+ = igA, 0"
B—DB*+E—E*+ D~ D*=2iq(A0" Y] + [¢[? 0" A,,) = 2iq0" (Al )

= 0,J" = iq[2iq0" (A [*) + ¢ 0 — Y00y

A primera vista esto no parece que vaya a anularse, pero tenemos que tener en cuenta las
ecuaciones dindmicas (3). Despejando de ellas (ip* y (i, y multiplicando esto por ¢ y 9*,
respectivamente, obtenemos:

YO = —m?Y]? + gAY +iq([020" Ay + 24,007
VO = —mP[Y? + gAY —iq(|YP0" A, + 24,47 0M))
= 0P — Y0y" = —2iq[p[*0" Ay, — 2iqA, (YO")" + " O") = —2iqd" (Au[y[?)
Por tanto, la divergencia de J es en efecto, nula:
Oy " = iq[2iq0" (A ) + 9" DO — $0y*] = iq[2iqd" (A0 [?) — 2iqd" (Al [*)] =0
Q.E.D.

2.3. Entregable 16

Dado ¢ espinor de Dirac (o, = [ﬂ ), y recordando las definiciones de adjunto de

Dirac W =190, y de slash de Feynman K = YK, obtener las ecuaciones dindmicas de v
y Y de la siguiente Lagrangiana:

L= (000 = Ouin) — i

Comprobar que una de ellas es la ecuacion de Dirac para 1. Demostrar que es equivalente la

Lagrangiana Ly = 1 (id — m)1, teniendo en cuenta que los campos se anulan en el infinito,
w’&ﬂ = 0.
Tenemos que obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange, primero la de 1):

oL, oL,
S o) o0 " 1)
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Comenzamos con el primer término:

8[,1 0 |iZ — } 7 - 7 —
— —Py O | = =yt =~y

80.0) ~ 0@ [277 Y T T ™

Derivandolo: or
1 _gtgm_t
Segundo término:
o e R P O S P e

Por tanto la primera ecuacién dindmica es:

LA+ g =02 (i 4 m)§ =0 2:2)

Si nos fijamos bien, podemos ver que la Lagrangiana es la misma si la conjugamos, por tanto
la segunda ecuacién dindmica, la ecuacién que se obtiene de Euler-Lagrange con 1, es la
conjugada de la que acabamos de obtener (teniendo en cuenta que el 7° del ¢ no es més que
una matriz invertible, que por tanto podemos eliminar de la ecuacién):

(i —m)yp =0 (2.3)

Que como habiamos anticipado en el enunciado, es la ecuacién de Dirac.

Ahora queremos comprobar que la segunda Lagrangiana Lo proporcionada en el enunciado
es equivalente a la primera £,. Para ello, lo que nos importa es que la accién correspondiente
sea la misma, es decir, hay que demostrar:

S—/dtL—/dt/d?’ycL‘l —/dt/d3x£2 (2.4)

Partimos de la parte derecha de la igualdad:
/ dt / i Ly — / dbe [P(id — m)) = i / d'e ) / dhz i
[ i+ ome] - [ atemi
[t [+ 8(00) - o8] - [ dtami
/ () + / de [B — viD) — / o
/ a9, (1) + / ate [ (0 — 0id) — miy)

:MJr/dt/d%ﬁl :/dt/d3x£1

Donde hemos usado el Teorema de Gauss de la divergencia, y la condicién de que los campos
se anulan en el infinito.

QED.

N = DN = DN = DN =,

~
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2.4. Entregable 17

A partir de la ecuacion de Heisenberg i@oé = [45, ]:[0], demostrar que g% cumple la ecuacion
de Klein-Gordon (O + m?)$(Z,t) = 0

Antes de empezar necesitamos dos cosas; por un lado el Hamiltoniano Hy:
~ 1 N N ~
fly = 5 / dz’ (H2 + (V)2 + m2¢2) (2.1)

(*Nota: recordar que los operadores dentro de la integral estan en funcién de las coordenadas
espaciales @, no les pongo ' a cada uno para no liar los célculos). Por otro lado necesitamos
el conmutador de ¢ con II:

[0(7,1), (7, 1)] = id(7 — ) (2.2)

Comenzamos con la ecuacién de Heisenberg, teniendo en cuenta que los 2 1ltimos términos
del Hamiltoniano seran nulos por conmutar ¢ consigo mismo:

i = (6, o] = 5 [ o’ ([6.1F + (S67 + 7))
1 1

_ 5/dg;f [6,117] = §/d:c’ (A6, 1) + o, 1))

@aoquﬂ

Como lo que buscamos es la ecuacién de Klein-Gordon, que tiene un 0°9y¢ dentro, hacemos
esa operacion:

00 = 11"°0,006 = 0o = oIl = —i[T1, Hy] (2:3)

Vamos a calcular, por tanto, el conmutador [H, HO], de nuevo teniendo en cuenta que II
conmuta consigo mismo:

—i[II, Hy] = —%/d:c' ([ﬂ,ﬁf+(ﬁ¢3)2+m2¢32]> = —%/d:c' (A+ B)

Haremos cada integral por separado y luego las juntaremos:



Donde hemos supuesto que el campo se anula en la frontera (co0), por lo que al integrar el
primer término de la tdltima linea, por el Teorema de Gauss de la divergencia ese término
sera nulo.

Por otro lado, tenemos la contribucién de B:

A A ~

B = [, m*¢?] = m*(¢[11, ¢] + [I1,¢]¢) = 2m2¢(—id (2" — 7))
Por tanto, juntando ambos resultados y usando (3) obtenemos:

PPN 7

i, ] =~ / do' (A+ B) = / ar' (V)00 — 7) — m?ds(@* — 7))
= V2§(Z,t) — m?G(T,t) = 0°Do(Z, 1)
Finalmente, juntando los tres términos en un lado, e indentificando el D’Alambertiano:
0= 00 — V2 +m?p = 0o +m?¢ = (O +m?)d =0 (2.4)

QED.

2.5. Entregable 18

Demostrar las relaciones de conmutacion entre ay y d,t;:
[ar, al,] = (27)*2E6(k — k)

Para comenzar vamos a utilizar el conmutador siguiente:

~

[0(7,1), (7, 1)] = id(7 — ) (2.1)

Expresamos el operador campo en términos de los operadores creacion y destruccion:

¢E( ) &’k (A —ikx + ~T zkz) (2 2)

)= | —=—= |axe ae .
(2m)32E;, \ k

Lo ultimo que necesitaremos antes de empezar sera utilizar el resultado obtenido en el entre-

gable 17, que relaciona el operador campo con el operador momento conjugado (sin olvidar
que, en unidades naturales kg = Fy):

5 7 . &’k ~—ikx ~t ikx
I(z) = 0o = —z/m (ake ke _ gl etk ) (2.3)
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Con esto ya podemos empezar a operar el conmutador (1):

= _ d*k S EE L e ot
[qb,H] :_Z|:/(27T)—32_Ek (ake k +CLL€k ),/(27{_)32 (ak/e K —CLL/Gk >:|

EBrdPE . ik Qe gty

[ PEEE o e At T —i(ka—ka
o] 25 et
i e 0 ) a4

(*Notacién: =’ = (t,27), ya que como tenemos el tiempo fijado, solo cambia la posicién
espacial)

Para proseguir, vamos a introducir las relaciones de conmutacién propuestas en el enunciado,
con tal que finalmente obtener la expresiéon derecha de (2.1). Pero antes vamos a introducir
la férmula de la representacion integral de la Delta de Dirac (tridimensional), que aparecerd
en el desarrollo posterior:

(@) = (2;)3 / dPte (2.4)

Continuamos:

A 3143 1./ o . ‘ . o
(o, 1T] =i / éﬁ% (27)*2E,(k — k:’)(e‘z(’“—’”) + ik —kw))
™ k

Pk S Pk —
—= ) —1 (3371. ) y *Zk(x 733)
Z/ (2m)32 ¢ + 2/ (2m)32 €

—i / Pk ke / ¢k _ia-a)
(2m)32 (2m)32

Que es el resultado, previamente conocido, del conmutador (2.1), con lo que queda compro-
bado que el conmutador del enunciado tiene efectivamente esa expresion.

Q.E.D.

2.6. Entregable 19

A 3 A
Demostrar que () = q/ (27:3—3];&(7};@ —ny)
Para demostrarlo, vamos a partir de la siguiente igualdad:
O = /d% JO = iq/d?’x (10%) — 9 pt) (2.1)
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Y también usaremos el conmutador del entregable 18 (que es idéntico para las l;k)
[ar, al,] = (27)*2E6(k — k) (2.2)

Primero necesitamos las definiciones de ¢ y 1

N d3k, ~  —ikx 7t ikax i dSk zkz
w_/(27r)32Ek <a’“6 T bye ) 4 _/(27T)32Ek< +hie ) (23)

Y también sus derivadas temporales:

A A3k . s . A3k .
0,7, _ _ » ~ —ikx T ikz . 077 _ » T ikz —ikx
0"y = —2/ )2 (ake —bee >, "Y' = 2/ )2 (ake — bre )

Introduciendo esto en la ecuacién (2.1), y teniendo en cuenta que los operadores a y I;, junto
con sus adjuntos, conmutan entre ellos.

A dedgkdgk/ RN 1t _ ’
Q:q/ (27)°4E, (afawe™497 — e 7 + rae 407 — by bl -7 )

Bad3kd3k' /. PN :
q/(zm—%( e T e 00T BT el

Para continuar, utilizamos las relaciones dadas por el conmutador (2.2) para los operadores
creacién y destruccién a, af b bt y las definiciones de los operadores nimero 7 y 7

h=dlag;  ho=blb (2.4)

Con esto, e identificando Deltas de Dirac como en el entregable anterior:

A Brd3kd®k . e e
Q = q/ (27.‘,)—64@(&2&7462(’6 k") b bz,e i(k—K)x 4 akazxe i(k—k" )z _ bLbk/e i(k—k )a:)
Bkd>k e Ao A

" (afax — bk + (272, + alax — (25327 — b;bk,)

26



2.7. Entregable 20

A partir de: z% = ]:IU, i% = ﬁOUO, y de las relaciones: U = Upl’, H= ﬁo+ﬁ’,
demostrar: dU' q
S = HU g i ), = B (),

Para la primera igualdad:

dU AU AUy, oAU . AU’
T T U Ty Yol 4 1o,
HU = (Hy + H\UU' = HyUyU' + H'U U’
dU’ .
= H(;WJrng = H U + H'UU'
d !
- U = Uy 1H’U0U’ HU

dt

Nos falta por tanto, la segunda igualdad. Para ella necesitaremos saber como se definen los
estados en la imagen de interaccién:

[9(8)); = U'(t, to) ¢ (to)) (2.1)

Con esto, sabiendo que [1(tg)) es constante, y con la igualdad anterior:

i 10 =i (0 o), ) = (U)Wt + 0 (bt |

= HjU" [1h(to)) = Hj [1h(t)),
Q.E.D.
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Capitulo 3

Matriz S, secciones eficaces y
anchuras de desintregracion

3.1. Entregable 21

Una caracteristica de ambos sistemas CM (centro de masas) y LAB (laboratorio), es que
las velocidades de las dos particulas que colisionan son paralelas, U ||Us. Demostrar que, en

este caso,
|Tis?

d"LIPS
/(P - P)’ — mim3

do =

Partimos del resultado obtenido para el diferencial de seccion eficaz en el caso general de
una colision entre dos particulas:

ﬂ 2
o — |Tis|

= d"LIPS 3.1
PP, — (3:1)

Para demostrar el resultado del enunciado, por lo tanto, solo necesitamos probar:

PYPY|G) — | = \/(P1 - Py)* — m2mj (3.2)
Para ello, vamos a usar la notacién E; = P, By = Py, y el sistema CM, en el cual:

P = (Ey,p)
{PQ = (E2,—p) (3.3)

Por otro lado también conocemos la relacion entre las masas y los cuadrimomentos:

P =B} | =mi, P} =B~ |’ =m (3.4)
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Con esto podemos empezar la demostraciéon. Comenzamos calculando el producto de ambos
cuadrimomentos:
Py Py = E\Ey — pipa = E1 By — |pi||pa] cos €

Con esto, y teniendo en cuenta que las velocidades de las particulas son paralelas, la parte
derecha de la ecuacién (2), elevada al cuadrado, queda:

(P Po)" —mimi = (B By — |f[pa])” — m3m3
= EYE3 + |p1?|9a)? + 2B, Bs|pr||pa| — (B — [91]?) (B3 — [9a]?)
:%“‘W‘i‘ 25, Es|ph ||| _%_W
+E3|ph|* + Ef|pal?
= 2B\ Es|ph||pa| + E3|pi[* + EF|pa|?

2ip1|pa| PP [pef?
— E2E2
! 2(E1E2 +E§+E§

7l | 17l L
= E%EZQ <Fl + E = (P{))Q(PQO)2<’U1 - '1}2)2

Y asi podemos ver facilmente que la raiz de esto (ya que, como mencionamos antes, hicimos
el cuadrado de la parte derecha de (2.2)) es el resultado que buscdbamos, la parte izquierda
de (2.2).
Q.ED.

Figura 3.1: Ejemplo de una colision eléstica 2 — 2
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3.2. Entregable 22

Con las definiciones utilizadas en el caso de la seccion eficaz de un proceso 2 — 2,
demostrar:

- 1
= 2 2)2 A 292
k; = |k| = 2\/5\/(3 mi —m3)? — 4mims3
Las definiciones previamente mencionadas son las siguientes:

S = (kl + k2)2 - (kg + k4)2 - (El + E2>2 - (Eg —|— E4)2 - Eil2 - E]% (31)

- —

Por 1ltimo, con las definiciones del momento ky = (F1,k) y ke = (Es, —k), sacamos las
siguientes relaciones, que nos seran utiles:

(3.2)

kiky = BB+ |k|?
kiky = EYE; +|k[* — ET[k]” — Esk|?

Con la primera igualdad de (3.1), y las definiciones de ki, k2 también podemos expresar s
como:

Si introducimos eso en la identidad a demostrar, y ademaés la elevamos al cuadrado:
- 1
k|2 = ” [(m3+m3 + 2kiky — m3—m3)? — 4mim3]
= As|k|? = A(kik2)? — Amim}
Aqui se introduce la primera parte de (3.2):
s|k[> = (EvBy + [K[?)? — m3m}
= E2E2 + |k[* + 2B, Bo| k|2 — m2m?2

Teniendo en cuenta que k7 = m?, y analogamente para ky, ademéas de usar la segunda parte
de (3.2), obtenemos:

syTE = BN + BYI TR + 2B, By
= S :E12+E—22+2E1E2: (E1+E2)2
Por tanto el resultado al que hemos llegado tiene toda la coherencia posible, ya que es la

propia definicién de s.
Q.E.D.
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3.3. Entregable 23

Demostrar que, para las variables de Mandelstam s,t,u, que son invariantes Lorentz, se
cumple:
2 2 2 2
s+t+u=mj+my+mz+my

Las variables de Mandelstam se escriben en términos de los cuadrivectores ki, ko, k3, k4
de la colisién de la siguiente forma:

S = (k’l -+ /{32>2 = (k‘3 + l{?4)2
t o= (k= ky)? = (ko — ky)? (3.1)
u = (k’l — k’4)2 = (k‘g — k2)2

Conocemos también la relacién entre cualquiera de los cuadrivectores y su masa correspon-

diente:

K3 7

i=1,2,3,4 (3.2)

Con esto, procedemos a la demostracion (utilizando la primera igualdad de cada variable de
Mandelstam, (3.1)):

s+t+u:(k‘1+k2)2—|—(k1 —k3)2+(k31 —]{34)2
=3k? + k3 + k3 + k3 + 2k1ky — 2k ks — 2k1ky
= 3kT + k3 4 k3 + ki + 2k (ke — ks — ky)

Aqui usamos la segunda igualdad de s: —k; = ko — k3 — ky:

s+t+u=3k?+kI+E2+k2+ 2k (—k)
=k? + k3 + k3 + k3 = m? +m3 +mi+mi

QED.

Nota: De aqui en adelante todos los ejercicios son ejercicios recomendados, pero
no entregables
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Capitulo 4

Cuantizacion canonica de campos
fermionicos

4.1. Ejercicio recomendado 1

Comprobar que el operador Yﬁa satisface la ecuacion de Dirac para operadores de campo:
(i —m) ¢ =0

El operador campo fermionico se define de la siguiente manera:

Do, 1) = Z / @;;—fm (ua(/z, $)b(E, s)e™* 4 v (K, s)d (F, 5)6““”) (4.1)

4.2. Ejercicio recomendado 2

Hallar las relaciones de conmutacion/anticonmutacion de los operadores creacion y des-
truccion para particulas y antiparticulas, no nulas:

b(E,),5(F )| = |d(F,s),d!(F", )] = (2m)*2E40,,00(k ~ )
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4.3. Ejercicio recomendado 3

FExpresar el hamiltoniano en términos de los operadores creacion y destruccion de particu-
las y antiparticulas:
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