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Notacion y convenios

= En todo lo que sigue vamos a tener en cuenta el «convenio de sumacion de Einstein»,
por el cual un término con un superindice y un subindice iguales llevara implicito un
sumatorio sobre todos los posibles valores de ese indice.

4
Ejemplo: z¥p, = Zx“p#
pn=0

» Los indices griegos tendran valores «cuatridimensionales», (0,1,2,3), mientras que los
indices latinos tendran valores inicamente espaciales, (1,2,3).

= Nuestra métrica sera la métrica usada en los circulos de cosmologia, que tendra signa-
tura (—, +, +, +), siendo por ejemplo la de Minkowski 7, = diag(—1,1,1,1). La razén
de esto es que en esta asignatura es mas ttil obtener distancias positivas, al contrario
que en cuantica que lo importante es que las energias sean positivas.

s Todos los calculos se realizaran con la velocidad de la luz ¢ = 1.



Capitulo 0

Introduccion

0.1. Motivacion y paradigma actual

= ;Cudl es el tamano y la geometria del Universo?

= ;Cudl es la edad del Universo?

= ;Cudl es su composicién?

= ;Como fue su origen, y como sera su final?

= ;Como se formé la materia que contiene el Universo?

= ;Cudl es el origen de las estructuras que observamos?

Todas estas preguntas tienen algo en comun: se preguntan acerca del Universo como un
todo. La ciencia que trata de responder a estas y otras preguntas es la cosmologia. Es la
ciencia més antigua de todas, con diversas respuestas (mds o menos misticas) en todas las
culturas a lo largo de la historia.

Actualmente, la cosmologia estd en “auge”, ya que desde hace pocas décadas los datos
cosmoldgicos eran escasos, y se basaba en prejuicios. Con la llegada de satélites, telescopios

potentes, etc, la cosmologia ha tomado fuerza, “guiada” en el marco del Modelo Cosmoldgico
Estindar (SCM).

El Universo, por definicién es toda realidad fisica existente, y como tal puede comprender
a un conjunto de universos, a un multiverso, etc.

La cosmologia, al contrario que otras ciencias, permite “ver pero no tocar”, ya que el
Universo se puede observar, pero no se pueden cambiar por ejemplo las condiciones iniciales;



por esto se dice que la cosmologia se basa en “observacion y paradigma”, estableciendo mo-
delos falsables (por eso es ciencia) que concuerdan con lo que observamos. Estos paradigmas
estan guiados, aun asi, por prejuicios dominantes de la época, como por ejemplo el famoso
“error”de Einstein con la constante cosmologica.

El Modelo Cosmolégico Estandar comprende dos modelos: el hot Big-Bang, y la inflacion.
El Big-Bang es un término polisémico: por un lado, hace referencia al estado inicial del
universo, como una singularidad (que es la acepcién cominmente conocida), y por otro lado
estd el “hot Big-Bang”, que es el estado fisico de equilibrio térmico (energético, E = kgT),
entre protones, neutrones, neutrinos, fotones en equilibrio, a aproximadamente 10'* K, que
posteriormente se enfrié hasta expandirse.

0.2. Pilares del Modelo Cosmolégico Estandar

Actualmente sabemos que el universo tiene una edad de ty = 13,7-10% yr (en cosmologia
el subindice “0” significa presente, en este caso, es el tiempo actual). Esto es el tiempo
transcurrido desde el Big-Bang. Pero, ; qué tiempo es este? Este tiempo es el llamado “tiempo
cHésmico”: es el tiempo medido en el sistema de referencia de los observadores en reposo
comovimiento; se explicara mas adelante. A efectos practicos son los observadores que ven
una anisotropia dipolar nula en el fondo césmico de microondas (CMB, Cosmic Microwave
Background).

Figura 1: Anisotropias del CMB



Ademés, sabemos que el tamano del Universo observable es de dy(ty) = 14 — 15 Gpc.

Un parsec (pc) es una unidad de longitud usada en astronomia, viene de parallax of 1 arc
second. Visualmente:

1 UA

Figura 2: Definicién de parsec.

1 pc = 206,265 UA = 3,2616 afios luz = 3, 0857 - 103 km.
(

En cosmologia hay dos “finitudes”: hay un tiempo finito (desde el Big-Bang), y una
velocidad maxima de transmisién de senales (velocidad de la luz). Esto implica que la luz ha
tenido tiempo de llegar solo desde una cierta distancia. Este horizonte, llamado el “horizonte

de particulas”, aumenta segin pasa el tiempo, por eso dy (distancia al horizonte) es una
funcién del tiempo.

Figura 3: Avance de la distancia al horizonte de particulas.



Los pilares van a ser:

Relatividad General: Aunque la gravedad sea la interaccion mas débil de las cuatro fun-
damentales, a escalas cdésmicas es la interaccion dominante por su alcance.

Principio cosmolégico: El Universo es homogéneo e isétropo. Hay evidencia observacional
suficiente para establecer este principio.

Radiacién de fondo césmica: El CMB radia como un cuerpo negro muy preciso, con
Ty = 2,73 K, por esto es isétropo, pero tiene anisotropias, que se pueden tener en

cuenta con los arménicos esféricos: T'(0, p) = Ty + Z aym Yim (0, ).
Im

La isotropia es un gran apoyo para el principio cosmoldgico, y las anisotropias son
las que posteriormente dan lugar a las estructuras que observamos, como galaxias y
cumulos.

Nucleosintesis primordial y las abundancias de elementos ligeros (‘H,?D,*He,"Li,...):
La nucleosintesis ocurre durante los tres primeros minutos, en los que se crean los pri-
meros nucleos, una vez la temperatura disminuye hasta que su energia correspondiente
sea menor que la energia por nucleén, del orden de pocos MeV.

Estudio del Universo a gran escala: La ley de Hubble, Large Scale Structures (LSS),...

Estos cinco pilares corresponden al modelo hot Big-Bang suplementado con una fase
inicial de inflacion. Esta fase ocurre durante las dos definiciones de Big-Bang, la singularidad
(a tiempo de Planck), y el Big-Bang fisico (a ~ 107 s). Durante esta fase, el Universo
experimenta un aumento rapidisimo de tamafio, del orden de €’ — e™. Se introdujo para
arreglar dos problemas, el problema de la planaridad y el del horizonte, que contaremos al
final de la asignatura, a costa de introducir un campos escalar, el inflatén ¢, acoplado a la
gravedad. Esta teoria introduce fluctuaciones cuanticas durante la fase de la inflacion, que
podrian dar cuenta de las anisotropias del CMB.

Una vez hemos visto los pilares, ahora vamos a estudiarlos.



Capitulo 1

Conceptos fundamentales

Vamos a hacer un repaso a algunos de los conceptos y herramientas que se van a usar a
lo largo del curso, y que influyen notablemente en la cosmologia.

1.1. Relatividad General

Vamos a hacer un breve repaso. La relatividad general se basa en dos ideas:

1. El principio de equivalencia: Tiene dos versiones:

= Débil: La masa inercial es igual a la masa gravitatoria. Por tanto las trayectorias
de los cuerpos no dependen de la masa inerte.

= Fuerte: Las leyes de la naturaleza son iguales para todos los observadores inercia-
les. Estos son los observadores en caida libre, es decir, los que siguen geodésicas.

Matematicamente, el principio de equivalencia se implementa con la introduccion del
tensor métrico g,3. En coordenadas localmente inerciales, la métrica es la Minkows-

kiana:
coordenadas

A— 514 localmente = gaB(A) = Nag = diag<_7 +, +, _|_)

inerciales

Por otro lado necesitamos la conexion métrica, dada por los simbolos de Christoffel:

FAW = %9” 10,901 + 0u 9 — O19] (1.1)

Esto implica que tenemos una derivada covariante para vectores covariantes y contra-
variantes:

V, A" = 9,A" + F“W\A’\ (1.2)

VoA, = 0,4, — T, A, (1.3)



El tensor que aportara la informacion de la curvatura es el tensor de Riemann:
Ry, = O, — 0,1+ T, T =T, T, (1.4)

Se define el tensor de Ricci como la contracciéon del primer y tercer indice del tensor

de Riemann: R, = R’\My. Y a su vez la curvatura escalar se define como su traza:
— v —

R=g" R, =Rl

1
A partir de esto se define el tensor de Einstein: G, = R, — 5 IR

2. Ecuaciones de Einstein: G, = 87G1T,,

Donde 7}, es el tensor energia-momento, simétrico y de divergencia nula: V ,\TMA =0
La constante 87 de las ecuaciones se fija para que en el limite de campo débil aparezca
la ecuacién de Poisson:

goo ~ —(1+29)

2V2p = 8nGp — V¢ = 4nGp
G = 2V%

Actualmente, el principio de equivalencia prevalece, pero constantemente se proponen mo-
dificaciones a las ecuaciones de Einstein, como puede ser la adicién de terceras derivadas en
limite de altas energias (teoria de cuerdas), o, lo que nos va a interesar a nosotros, ya que es
esencial en cosmologia, la adicién de un término con la constante cosmoldgica A:

1
R, — §RgW + Ag = 87GT), (1.5)

Fue introducida inicialmente por Einstein, para conseguir un universo estatico, pero poste-
riormente ha reaparecido para dar cuenta de la expansion acelerada.

Hay otra posibilidad de introducirla, no como parte de la geometria, si no como parte de
la energia:

1 A

z - (A . W) — _

QRgW =81 (TW + T, ) : T, = el

Dependiendo de la magnitud de A, afectara o no al limite newtoniano, y esta magnitud es

del orden de la densidad critica del Universo:

R, —

3H?
8rG
= A ~ 107 g/ecm® — 6 protones/m®

A & paiy = (a partir de las ecuaciones de Friedmann)

Vamos a comparar esto con el Sistema Solar.

M, M, o s
~ = 0,59 10
Ir(IUA)?  (IUAP g/cm




Como hay 23 érdenes de magnitud de diferencia, el efecto de la constante cosmolédgica en los
tests clasicos de relatividad general serd despreciable. Pero, en ese caso, ja qué escala sera
relevante A7 Segun la métrica de Schwarzschild

2GM dr?
ds2:—(1— Ci >d72+%+7‘2d92 (1.6)
1—

r

Si tomamos M = 0 o r — o0, recuperamos la métrica de Minkowski (esférica). Para una
correccién del 10 % dada por A,

10 2GM  2G
100 R R

A partir de ahi, las correciones son muy importantes.

“— pait R — R ~ 2,7 Gpc (distancia cosmélogica)

El problema de la constante cosmolégica

., De donde puede provenir esta contribucién energética T,Sy)? Una opcion es considerarla
una energia del vacio, que viene de los campos cuanticos. Puede ser la suma de las energias
del estado de vacio. Si intentamos seguir este camino, va a diverger:

d3p 2 o
EO hw = \/p +m2 — Eva(:lo /// = —7T>3/ dpp2 p2—|—m2 — OO
0

(2mh)3 (2mh

Esto es valido hasta la masa de Planck, por tanto podemos acotar la integral:

PPlanck 2 2
p PPlanck 1074 GeV 9 3
vacio = d; 2 2 2 = = =2-10"1
P /0 P rmp TV T = (o = g/em

[ he?
ya que PPlaan == é = 1019 GeV.

Por tanto, tenemos un error de 120 6rdenes de magnitud. A no viene de la energia del
vacio, ha de haber otra realidad fisica que la explique.

1.2. EIl Universo observado a gran escala

La distancia a la galaxia mds cercana a nosotros (M31) es de:
dMgl = 0,78MpC
En comparacién con el horizonte de particulas: (dg = 15 — 14 Gpc),

dp = 20000dy3,

10



Las galaxias tienen una estructura irregular y filamentada. La homogeneidad aparece a los
100 Mpc (Principio cosmolégico). Puede tener estructura fractal a menos de esa distancia.
En el Universo observable hay aproximadamente 10'! galaxias. Nuestro galaxia forma parte
parte del “grupo local”, y a su vez este es parte del Cluster de Virgo (~ 50 Mpc). El didmetro
de la Via Lactea es de 30 Kpc.

1.3. Ley de Hubble

Se observa que las lineas espectrales estan desplazadas al rojo.

>\obs

z = Hyd; 1—{—22)\emi

donde z > 0 es el redshift, y Hy es la constante de Hubble, medida en tiempo~*:

K g M A= 0.71 40,08
s Mpc s Mpc

Hy = 100h

Esto lo midié el HST (Hubble Space Telescope), con el que midieron la expansién acelerada del
Universo.
El redshift se asemeja a una velocidad: z =

v=Hyd — Hy = 2 es una ley lineal. Hubble

pensoé que esto era causa del efecto Doppler:

)\obs o 1+ Uy

Aemi V1 -2

donde v, es la componente radial de la velo-
cidad.

Esto tiene que ser igual a 14z en el limite
no relativista.

l4+z=14v, = 2=,

Figura 1.1: Hubble Space Telescope

Esto no es el efecto Doppler. Aplicando el
Teorema de Birkhoff, si cogemos el Universo,
que es isétropo, tenemos Schwarzschild, pero si cogemos una esfera en el Universo hay poca
masa, y por tanto es Minkowski, por eso funciona el Doppler a bajas velocidades. Si queremos
calcular la edad del Universo:

Hy' =13,6Gyr

11



1.4. Composicion del Universo

Denotamos la densidad de masa actual como p°. Tendra una contribucién de masa lumi-
nosa (aquella que interacciona con las ondas electromagnéticas), y otra de materia oscura:

P’ = pin + P

1.4.1. Parametro de densidad

Adimensional, es el cociente de la densidad con la densidad critica:

Densidad critica presente:

0 3FIO2 2 —29 —29 3
pl= 55 = L8T8NE 107 = 004107 g/em
m

Ejercicio: comprobar que esta densidad equivale a 6 protones/m?.

Parametros de densidad:

0

0
0 _ PLMm 0 __ Pbm
LM = — s DM = —
C C

Cabe senalar que, aunque no pongamos el superindice 0, se sobreentiende que son los parame-

tros actuales.
Py = densidad luminosa - T

L
©_ donde el subindice ® significa solar, y la segunda

La densidad luminosa es ~ 2 - 10% 5
Mpc
parte es la relacion masa-luminosidad. Con astrofisica sabemos que

L (M)“_)M_ My

Lo >\ L~ Lo
Por tanto, p?; = 8- 108M—®3 =5- 10_32L3 Esto es la densidad de materia luminosa.
pc cm
0
Con esto, podemos calcular Qpy = pL—é\/I ~ 0,005. El nimero tan bajo implica que la
Pe

densidad de materia luminosa es mucho menos que la critica (€2, = 1), esto quiere decir que

debe haber algo mas, la materia oscura.

12



1.4.2. Evidencias de la existencia de materia oscura

Curvas de rotacién

2

mu GmM (r GM(r

En 6rbita circular: = 5 (r) — v = (r)
r r r

Dentro de las galaxias M(r) o« 73, y la masa va con el volumen, por tanto v o< r. Fuera

de la galaxia M(r) = cte, por tanto v o< —=.

\/F

Graficamente, si representamos la velocidad respecto al radio:

v
Experimental

P ]'
Teérico ~

0 ~ Rgalaxia

Figura 1.2: Resultados esperados vs datos experimentales de las curvas de rotacion

Teoria y experimentos no encajan. Existe un halo de materia oscura, con Rhao & Rgalaxia-

1
Para que v(r) > cte fuera, M (7)paio o< 7, PO tanto ppai(r) o< —
”
Teorema del Virial
1
Cumulo virializado de galaxia, cumple el teorema del Virial: (T') = —5 (U)
1 a. cumulo
T = §mgal'Uz, U= —Gw—l = <'U2> = _Gmcumulo <_>
r T

Calculando esta velocidad cuadratica media, se puede obtener la masa del cimulo, que resulta
ser mucho mayor de lo observado.

13



CMB y diagrama de Hubble de SN TA

Debemos tener aproximadamente € ~ 1. Como Qpy ~ 0,005, hay un 99.5% de algo
mas, que son la energia oscura y la materia oscura:

QDM ~ 0,28

“Quintaesencia”
0,715 A

Constante cosmoldgica =
g PA e

QDE

12

pa =~ 0,702 = 107*eV?. Escala absurda para la fisica fundamental.

Vamos a tener en cuenta la materia ordinaria, es decir, la bariénica (formada por protones
y neutrones). Por un lado tenemos nubes de Hy molecular (que no se ven porque estan
“frias”), y por otro lado glébulos machos (enanas marrones). La nucleosintesis pone una
cota a la cantidad de materia bariénica que puede haber.

p+n — d
d+d — “He

El deuterio (d) estd muy débilmente ligado, por tanto forma un “cuello de botella”. La
presencia de deuterio en el Universo dependera de la eficiencia de la reaccién d +d —* He.
Si fuera 100 % eficiente, no quedaria deuterio. Sin embargo, se observan trazas de deuterio.
La eficiencia depende de pparion, por lo que la nucleosintesis pone una cota a p.rion:

0
Big-Bang nucleosynthesis — Qparion = pba—lgon = 0,04
Pe

La materia oscura no barionica se denomina cold dark matter:

Qcpm = 0,24
Qpm Opum + Q= Qo 2 1
Qg = 0,04

Candidatos a materia oscura: Neutralino, axién,... (se contard més en el anexo de materia
oscura al final de la asignatura).

14



Capitulo 2

Principio Cosmoldgico

El principio cosmoldgico es la base de todos los modelos del Universo. Establecido por
Einstein (1917) y después por Milne (1935):

El Universo es homogéneo e isétropo entorno a cualquier posicion

El Universo por tanto, tiene las simetrias del grupo euclideo (traslaciones implica homoge-
neidad, y simetria implica isotropia), siempre refiriéndonos a secciones espaciales.

. Por qué se postula esto?

= Hay evidencias observacionales:

e Fuentes de radio

e CMB (Temperatura media de 2.73K, con variaciones minimas)

o
e Mapas de galaxias, llegan hasta los 600 Mpc. Las fluctuaciones de densidad op
p
son muy pequenas a 400 Mpc, del orden de 0.1.
e Las anteriores son demostraciones de isotropia, la homogeneidad es mas dificil de
observar.

= Principio de Copérnico: no ocupamos una posicion especial en el Universo. Debemos
pensar que hay isotropia para todo observador. Teorema de geometria: Todo espacio
isotropo en todo punto es homogéneo.

El CMB es un residuo térmico isétropo. ;jProviene de equilibrio térmico? La respuesta es
que si. Hay evidencia observacional del equilibrio térmico, y se pueden hacer predicciones sin
tener en cuenta las condiciones iniciales.

15



:f:.i:-::gngi:- N N\ | -
"5‘3: >

% i A I

el A

Homogeneous Isotropic Homogeneous  Isotropic
Not isotropic MNot homogeneous Not 1sotropic Not homogeneous
(a) (b)

Figura 2.1: Ejemplos de diferencia entre isotropia y homogeneidad en a) 3 dimensiones y b)
2 dimensiones.

Ejemplo: ;Cudnto helio hay en el Universo? (/V,, = n° de neutrones, N, = n° de protones)

—mn kT
Ny € / _ ef(mnfmp)/kT

Fp o e—mp/kT
La temperatura a la que empieza la nucleosintesis es kKT = 0,7MeV:

N1
N, 64

- =

Eso son aproximadamente 7 protones por cada neutrén.
= Tp por 2n — 1*He+12p — 12H"+1He

Como el helio pesa cuatro veces més, debe haber un 25 % (en peso). Esto se comprueba
observacionalmente a la perfeccién.

2.1. Formulacién matematica del principio cosmoldgi-
co

Coordenadas comovimiento: Suponemos una cierta métrica ds* = g,,da"dz”. En un
tiempo arbitrario, por simplicidad a t = 0, definimos un sistema de coordenadas, en las
secciones espaciales correspondientes a la linea del Universo del observador. Los observadores
en reposo en estas coordenadas son observadores comovimiento. Veamos cémo es el elemento
de linea, por construccion.

Como dr? = dt? = —goodt®> = goo = —1 (por construccién).

= ds® = —dt* + 2gp;dtdx’ + gijdxidxj

16



Para estos observadores, con & = cte y t = 7, en caida libre han de satisfacer la ecuacion de
las geodésicas:
d?z*  _ daztdz”
dr? odr dr

=0 (2.1)

d2y/ - dat da”
= Part ial: A =1 — ==
arte espacia 1 3 + 1 1r ar

o dt dt - da/'d :
=T = r@%%:o:r% —0
T d7‘+ *A4r Ar 00

0 37
— ——
11
. . - 1 . g
Esto implica que: Iy, = §g“’ (Dogop + Aogpo — Fpgi0) = 9 ogoj = 0
Y de esto se deduce que: go; # go;(t)

da* dav

d2
= Parte temporal: A =0 — Zqé/+ FOWE dr

Siguiendo un procedimiento andlogo al anterior, obtenemos que I'%, = 0, lo cual no
nos impone nuevas condiciones sobre la métrica.

Ahora vamos a cambiar el tiempo de la siguiente forma: ¢’ = ¢+ f(¥), simplemente cambiando
el origen, y no el ritmo.

Transf o métrica: o — 02" 92
ransformamos la métrica: g, = 20 = gap
N ) ) of
Ejercicio: Comprobar gy, = goo = —1,  94; = Joi + Op
IZ

Por tanto, podremos elegir una funcién f que cumpla gOi—I—% = 0, que no siempre existird,
eso dependera de la métrica, de la cual todavia no sabemos nada. Pero para el caso de una
métrica isétropa, es posible siempre. Por tanto, ya tenemos la forma final de una métrica
isétropa, en coordenadas comovimiento, en la que el tiempo medido por los observadores

comovimiento (en general, las galaxias) es el tiempo césmico:
ds® = —dt® + gijdxidmj
Las velocidades de los objetos en estas coordenadas se llaman “velocidades peculiares”,

d& — 7. son las velocidades respecto a los observadores comovimiento.

at
N T 1
=1 0: —=—
+vcosy; T 1+wvcost

~1-— 0
3 v COS

AT
=T =T —vcosb) — il —vcosf

Este es el origen de la anisotropia cineméatica del CMB, debido a la velocidades peculiar de
la Tierra, respecto a observadores comovimiento. De hecho la traslacion terrestre, alrededor
del Sol, causa una modulacién anual de esta anomalia.
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Principio cosmolégico (matematicamente): g;; es la métrica de un espacio maxima-
mente simétrico.

Espacios maximamente simétricos Aquellos que tiene el mismo nimero de simetrias
que el espacio euclideo, o, equivalentemente aquel con el maximo nimero de Killings posible.

Los vectores de Killing £ son las isometrias de la métrica, es decir, aquellos a lo largo de
cuyo flujo la derivada de Lie de la métrica se anula:

‘Cﬁgaﬁ = _fpapga,b’ - (aafu) 9us — (aﬁgu) Gop = _vaéﬁ - Vﬁga =0

Ejercicio: Con V,V,.§, — V,V\{, = Rpwkfp; y usando la propiedad ciclica del tensor de
Riemann, obtener V,\V,§, — V,V,\§, -V, V.6 =0

= V,V,6\ = Rp;w/\fp

Es una ecuacion lineal y de segundo orden satisfecha por un vector de Killing. El ntimero
maximo de soluciones a esta ecuacién, mirando los grados de libertad, es:

Ligaduras de Killing, condiciones iniciales Grados de libertad
&u(p) - D
D(D -1
V&u(p) — %
D(D -1 D(D+1
Por tanto, en un espacio maximamente simétrico hay D + ( 5 ) = (D+1) vectores

de Killing. También podemos decir que es homogéneo e isétropo respecto a cada punto. Para
un espacio maximamente simétrico tenemos las siguientes propiedades:

R
D(D —1)
curvatura escalar.

» R = (Gpudrs — 9prgru) — Es decir, que toda la informacién la aporta la

1 .
s Ry, = Eg)‘”R — La curvatura escalar, ademds, serd constante (si no no serfa ho-

mogéneo). Se suele escribir de la forma R = D(D — 1)k, dado que en dimensién D = 2,
se reduce a la curvatura de Gauss (k).

Teorema 1 (Unicidad de los espacios maximamente simétricos) :.Si dos espacios con
métricas gu, () y g, (x) son mdrimamente simétricos, con la misma signatura, y la misma
curvatura k = k', los dos espacios son equivalentes en el sentido de que se puede pasar de
Guv @ g,,, medianle una transformacién de coordenadas.
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2.2. Construcciéon de los espacios maximamente simétri-
cos

Como hemos visto previamente, un espacio maximamente simétrico faltaria por ser de-
finido en sus secciones espaciales, es decir, su g;;, ya que los demés términos de la métrica
son ya conocidos.

1. K = 0: Este es el espacio euclideo D-dimensional, con secciones espaciales ds?> = dz>.

Se le puede introducir un término a?(t), de forma que ds* = —dt* + a?(t)d7>.
En coordenadas cartesianas: g;; = a*(t)dij, i = Vi
En coordenadas esféricas: ds? = dr? + r2(d6? + sin® dp?) (secciones espaciales)

= ds* = —dt* + a*(t) [dr® + r*(d§? + sin® §d?)]

2. k > 0: Por construccién, la variedad, y la métrica son invariantes bajo el grupo de
rotaciones SO(D + 1):
Yi+ .+ YD+ Yp =@’

1
donde a = NG Redefiniendo las variables de la siguiente manera: x; = y;/a, 2z = ypi1/a,
K
de forma que la esfera queda como % + 2% = 1. Esto es una ligadura, que nos permitira
despejar dz en funcion del resto:

27 - df + 22dz = 0 = dz? = 5 =
z

(T-di)? _ (T-di)> _ (T di)’
1

. La métrica espacial sera, con esto:
~ 7 - d7)?
ds* = a*(t) (dz + ... + dz}, + d2*) = a*(t) (d:c2 + (1—)
Por tanto los elementos de la métrica (salvo factor de escala) vendran dados por:
i
1—r2

Yij = 0ij +

Ejercicio: Comprobar que 7% = (6% — z'x7)

» Casode D =2: di? = dr*+r2dyp?. Teniendo en cuenta que r* = 7% = rdr = Zd7.

2d2 d2
ds® = a* <dr2+r2dg02+r L ):az( ! +T2d<p2)

1—1r2 1—1r2
2

= dp*

Si hacemos el cambio r = sin 6, dr = cos 6df, entonces 5
—r

= ds® = a*(df* + sin® 0dy?)
Esta es la métrica caracteristica de la 2-esfera (25). Con esto vemos explicitamente

que el espacio méximamente simétrico (al menos en D = 2) es la esfera.
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» Caso de D=3: d7? = dr?+1r?(df?+ sin® fdp?). De la misma forma que en el caso
anterior, llevamos a:

ds* = a* |dr® 4+ r*(d6* + sin® 0dp?) + + 72(df* + sin? Odp?)

r2dr? ] L[ dr?
1—r2| 1—1r2

Esta es la métrica de la 3-esfera (5%). Vamos a introducir ahora la coordenada ¥,
que nos acompanara el resto del curso. Hacemos un cambio de variable anédlogo:
r =siny,dr = dycosy

ds* = a® [dx* + sin® x(d6? + sin® fdp?)]
Las componente en “cartesianas” son:
x1 =sinysinfcosy, w9 =sinysinfsiny, x3=sinycosf, x4 =cosy

3. k < 0: Antes, para k > 0 simplemente embebimos una hipersuperficie en un espacio
euclideo una dimension mayor. En este caso, eso no funciona, hay que embeber un
hiperboloide en un espacio de Minkowski:

2% =1, ds*=d*(dr® — dZ?)

T
+ 72

) de'de’ = a2'yijdxida:j

Figura 2.2: Hiperboloide de dos hojas

Por construccidn, el espacio es maximamente simétrico, ya que la variedad y la métrica
son invariantes bajo el grupo de rotaciones hiperbélicas SO(D, 1), que es el grupo de
Lorentz.
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2

» Caso de D=2: Esto va a ser lo que se conoce como el “plano de Lovachevski”:

2d2 d2
ds* = a* (dr2+r2d<p2— T >:a2< L —|—r2d902>

1+r2 1+ 72
Con el cambio r = sinh yx:
ds® = a®(dx* + sinh? ydp?)

» Caso de D=3:

2 7.2
ds* = a* [er + 72(d6* + sin? Odp?) — rdr }

2
| = a’ [ dr + 72(df* + sin® Hdgog)}

14 r?
Que, con el cambio de variable del caso anterior:
ds* = a® [dy* + sinh? x(d#?* + sin? 0dp?)]

Con esto ya podemos introducir la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).

2
1 — kr?

El factor de escala a puede depender del tiempo, ya que solo hemos pedido que el espacio sea
homogéneo en las secciones espaciales, a tiempo constante. La constante k tendra valor +1
para espacio de curvatura k > 0, sera 0 para espacio euclideo de curvatura x = 0, y valdra
-1 para curvatura k£ < 0. Con un cambio de variable, podemos escribir esta métrica como:

ds® = —dt* + a*(t) [dx* + Si(x)(d6* + sin’ 0dp?)]

ds* = —dt* + a*(t) [ + r*(d6® + sin® Odgoz)}

donde hemos introducido la funcién Sj:
sin x (k=+1)
Sk(x) = X (k=0)
sinhy (k=-1)

Ejercicio: Para un espacio maximamente simétrico, comprobar que la conexién espacial tiene

la siguiente forma: I, = kﬁx"gjk

La ecuacién de las geodésicas (espaciales) es:

0 d2a’ LT dod dab 22t n 1, dafda® A2 1 5,11
ds? i ds ds ds? 2" % Qs ds ds? a’>  dsds
A2z 7 xt = A’sin <f> + B'cos <f> (k=+1)
ds a x" = A’sinh <—> + B’ cosh < ) (k=-1)
a

S
a

El caso euclideo es trivial, las geodésicas son rectas.
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2.3. Longitudes, areas y volimenes de circunferencias,
discos y esferas

Las métricas para D =2y D = 3 son:

dr?
1 — kr?

D=2 ds*=a’ < + T2d302> = a*(dx* + Sp(x)dp?)

dr?
1 —Ekr?

D=3 ds® = a® [ + 7%(d6? + sin® 9d¢2):| = a® [dx* + S;(x)(d6? + sin® 6dp?)]

» Distancia, centrada en 7 = 0 (con 0, ¢ fijos):

dw%:AZw:aAdf%gﬁgzmg(ﬂ:aﬁm:>xza

= (Circunferencia, de radio d:

( d
2ma sin (—) (k=1)
27 d a
[(d) = / ardy = 2mar = 2maSy <—> =4 2nd (k=0)
0 a
27a sinh (C—l> (k=-1)
\ a

x> 0= sinz < x (menos longitud), sinhx > = (més longitud).

(1—am<g) (k=1)

r 2 d/a 2 J2
A(d) = / dr/ do+\/§ = / dx/ dpa®Si(x) = 2ma* { — (k= 0)
0 0 0 0

2a2

(D)1 e

» Area de una esfera, centrada en r = 0, de radio d, teniendo en cuenta que g es la métrica
bidimensional sobre la esfera d3? = a?r?(df* + sin® 0d¢?) = a>S%(x)(d6? + sin® dp?).

( sin? (g) (k=1)

g 2m T 2w d2
S(d):/o d@/o dgp\/gz/o d@/o dp a*Si(x)sind = 4ma®> { = (k=0)

= Area de un disco, centrado en r = 0, de radio d, con 0 fijado:
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Volumen de una esfera de radio d.

d/a d/a
V(d) = / dxf d@/ do /g = / dx/ dG/ dp a®SE(x)sinf =
0
(
2ra’ ———sm ( )} (k=1)
La a

Ard?
3

1 d d
3 ‘nh? =
\ 2ma P sinh < > 1 (k 1)
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Capitulo 3

Cinematica cosmoldégica

3.1. Cosmografia (cinematica de la métrica de FLRW)

Sin mas hipdtesis que el principio de equivalencia y el principio cosmolégico, vamos a ver
qué podemos deducir, utilizando la métrica de FLRW, que es la que se deduce naturalmente
de ambos principios.

Definimos primero la distancia fisica o propia, como aquella medida por la métrica. Esto
es necesario puesto que luego habra mas nociones de distancia diferentes.

dat’
a(t’)

+ 72(d6* + sin? 9dg02)} = a*(n) [—dn® + dx* + S;(x)(d6* + sin® fdp?) |

t
Definimos también el tiempo conforme, como: 7(t) = / — a(n)dn = dt

2 2 2 r
ds® =a*(n) |—dn +1—k:7"2

(Notacién: de ahora en adelante, f = %, f'

af
@)

3.1.1. Ley de Hubble y desplazamiento al rojo

Vamos a explicar ambos sin hipdtesis adicionales, como consecuencia de la métrica de

FLRW.

d(ry,t) = a(t)x(r1), x(r) =S¢ (r) = /Om \/%W

o(r1,8) = P2 — (0 (r) = Sla(On () = Sl
alt) _

alh) = H(t) es el pardmetro de Hubble — wv(ry,t) = H(t)d(r1,t) es la Ley de Hubble
a

(tedrica). La ley de Hubble tedrica tiene un problema, que no se puede medir la distancia
propia. Por eso, mas adelante introduciremos las otras “distancias medibles”.
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Vamos ahora a estudiar el redshift cosmoldgico. Suponemos un rayo de luz (por tanto,
con ds? = 0) a ¢, 0 fijos: dn* = dx* — dn = +dyx, donde + significa el rayo alejandose, y el - lo
contrario.

Ui Mo =M + X,
h = Anemz’7 Mo + A7]obs =m+ A77e7m‘ + X P T \Temi
a(tO)Anobs = Atobs ' ‘,j X \\

a(tl)Anemi = Atemi | !

Los tiempos conformes seran iguales, pero los césmi- \ !
cos no, por el factor a(t) de escala. N ‘

Vamos a ver la relacion entre las longitudes de on- ~.__-"
da observada y emitida, partiendo de las frecuencias,
hasta obtener z, el redshift.

Vobs Atemi a(tl)Anemi /\obs a(t0> 1 +
pu— p— = p— Z
Vemi Atabs a (t()) A770125 )\emi a(tl )

Podemos ver entonces, que el tiempo es una funcion
del redshift, t = ¢(z). Por esto, se puede definir el look back time como ty — t;.

Figura 3.1: Esquema de la situacion.

z=10 = t=1
Para
at)=0 = t=0—2z=00

Vamos ahora a hacer una aproximacién del redshift para objetos cercanos, es decir, para
distancias de r; < 1:

d(r1,to) = alte)x(r1) = alte) Sy ' (r1) ~ alte)ry

La velocidad de recesion, a primer orden, sera:

) a(t
v = alte)r; = a( 0) a(to)r1 = Hoa(to)rs = Hod(r1,t0)

Z:a(to)—lz CL(to) 1= 1 1
a(tl) (l(to) -+ (l(to)(tl — to) —|—/ 1+ Ho(tl — to)
Usando Taylor, a primer orden: z =1 — Hy(t; —to) + ... — 1 = 2z = Hy(to — t1).
dt
Por otro lado, tg — t; = an (o —m) = alto)(no — m) = alte)x(r1) ~ a(te)r:
t=0

Z = Hodl

A velocidades pequenas, el redshift coincide con la velocidad. Con esto ya podemos medir
la velocidad de la ley de Hubble, para comprobarlo. Nos falta la distancia, tenemos que
encontrar “distancias medibles”:
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3.2. Distancia luminosidad

Luminosidad absoluta (bolométrica, es la suma de todas las frecuencias): L, es una po-
tencia.

Luminosidad aparente: [, es un flujo de potencia.

Ambas se relacionan segin [ = (en un espacio euclideo y estatico). Con esto,

4drrd?
| L

podemos definir la distancia luminosidad como aquella dada por: d;, = e Por lo tanto,
™

podemos conocer distancias midiendo ambas luminosidades. La aparente la podemos obtener
directamente, y la absoluta veremos mas tarde cémo.

Suponemos ahora una esfera de radio r: el drea de una esfera, tal y como la calculamos
anteriormente, s Sesfera = 4ma2S:(x) = 4wadri.

A

Si A es la superficie colectora, la porcién de fotones que inciden en ella es f = P
Tagr
G

Pero hemos de tener dos efectos en cuenta:

= Por la pérdida de energia de los fotones debido al redshift, y como la luminosidad es

funcion de la energia, habra un factor a tener en cuenta.

z

» Ademsds, los fotones llegard mas espaciados, ya que la fuente los manda a un ritmo,

temi

pero se reciben a un ritmo mas lento: dtg =

L1
" dmadr? (1 + 2)2

Introduciendo esto en la férmula de la distancia luminosidad: d; = agri(1 + 2).

Queremos también expresar la coordenada r; en funcién del redshift. Comenzamos desa-
rrollando el factor de escala a segundo orden:

a(t) = a(ty) + alty)(ty — to) + %d(to)(t —t0)* + ...

a(to) 1d(to) )
to) |1 t—t = t—t
alto) |1+ a(to)( ! J1r 2(a()t0()(> .
a t[) a t(]
= a(ty) |1+ Ho(t —t ——————CHZ(t — ty)?
a(to) |1+ Ho( 0) + 2 a2 (ty) o 0)” + }
a(t t
En este momento, se introduce el pardmetro de deceleracién: ¢(t) = —%. Si la
a=(tg

expansién del Universo se acelera, i(t) > 0 — ¢(t) < 0, y viceversa.
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El tiempo de vuelo conforme lo definiremos como:

= x(r1) = Sy ' (r1) i+ 0(r})

n(te) — n(ty) = / L

noalt)

Para ser consistente a segundo orden, basta con el término lineal, ya que al ser Sy impar, no
tiene términos cuadraticos.

Con esto podemos empezar a relacionar r; con el redshift:

o)y = ““0)/“0%_/“01+tHo<t—to>dZO<<t—to>2>_/tlodt 1= Holt = t0) + 0Lt~

1
== (to — t1> — éHo(t — t0>2

1
— (to — tl) —|— iHO(tO — t1)2

t1
A segundo orden, el redshift se expresa como:

t 1
z = a(o)—l—

= 1=
1
a(t) L+ Holt — to) saoH3 (¢ — t0)? + .

1 1
= —Hy(t —to) + quHg(t —to)* + HE(t —to)* + ... = Ho(to — t) + (1 + 5qo) HE(t — to)?

2

1
Ejercicio: Comprobar que tg —t = HO_1 [2 — (1 + —qo> 22 4 }

E introduciéndolo en la distancia luminosidad:

1—
dp = agri(1 +2) = Hy* [z + quz2 + }

Esto ya si que es una ley de Hubble observacional, relacionando a primero orden el redshift
con la distancia luminosidad, y a segundo orden relacionando la aceleracion/deceleracién del
Universo con el redshift y la distancia luminosidad.

Si existe deceleracion, g > 0, y se ven luminosidades mayores, y para el caso de que exista
aceleracion, ¢ < 0, y las luminosidades observadas son menores.

Estas mediciones son el objetivo del “Programa Hubble” | para lo cual se lanzd el telescopio
Hubble. Con las curvas de luminosidad se obtiene:

Hy ~ 72+ 8Km/s Mpc; gy < 0 con 99 % de nivel de confianza

Introduciendo modelos dindmicos, se puede obtener un valor de gy = —0,6, pero depende del
modelo usado.

Para obtener la luminosidad absoluta, se utiliza lo que se conoce como cosmic distance
ladder, una sucesién de diferentes formas de medir distancias, cada vez méas lejanas (de ahi
la analogfa con una escalera, ladder en inglés).
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3.2.1.

Cosmic Distance ladder

La “escalera cosmica de distancias” es la sucesion de distintos métodos para realizar
medidas de la distancia a objetos cada vez mas lejanos. Para avanzar un peldano en la
escalera tendremos que habernos apoyado antes en el peldano anterior.

1. Paralaje

Siempre ha sido muy dificil medir paralajes, pero mejoré bastante con el satélite Hip-
parcos (HIgh Precision PARallaxz COllector Satellite), del 1989 al 1993.

Resultado: Catalogo Tycho, con 20000 paralajes de estrellas cercanas.

Con este método, se consigue una precisién de 1072 segundos de arco, que cubren 100
pc, lo cual es muy poco.

2. Standard Candles (candelas estandar)

Son fuentes de luminosidad, cuya luminosidad absoluta esta relacionada de forma pre-
cisa con otra propiedad mas facilmente medible.

a)

b)

Secuencia principal de estrellas: Proporciona una relacion muy precisa entre la

luminosidad absoluta y el calor.
Este método consigue hasta 10 Kpc.

Cefeidas

Son estrellas variables, con una relacién luminosidad/periodo fija. Son extrema-
damente brillantes, tanto que con el Hubble se han podido resolver estrellas hasta
los 20 Mpc.

Galaxias

» Relacion de Tully-Fischer (galaxias espirales) y de Faber-Jackson (galaxias
elipticas). Se basan en el ensanchamiento Doppler de la linea de 21 cm del
Hidrégeno. Con esto se estima la velocidad de las galaxias, pudiendo entonces
obtener su masa, relacionada con la luminosidad.

= Fluctuaciones en el brillo superficial: Hay una correlacién entre las fluctuacio-
nes de brillo y la distancia (més fluctuaciones cuanto mas lejos y viceversa).

Con estos dos métodos se llega a distancias de ~ 400M pc

Supernovas de tipo TA

En sistemas binarios con una de las estrellas enana blanca, esta absorbe materia
de la otra, hasta llegar al limite de Chandrasekhar, en el que colapsa, sufriendo
una explosion termonuclear que se puede observar a distancias de Gpc.

Son muy parecidas todas, y muy potentes. Con esto, los equipos Hz (High-z) y
SCP (Supernova Cosmology Project) descubrieron que g < 0.
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3.2.2. Relacion exacta entre d; y 2

1 —
La expresion anteriormente obtenida de d, = H,! [z + quz'2 + } es solo valida para

casos con z pequeno, pero queremos una relacion para cualquier redshift posible. Partimos
del tiempo conforme:

o dt o dt
— Tlemi — N emi) — Sil emi emi — S TN
=t = [ S =30 = 55 ) = v =5 ([ )

ap Qg
= = da = — d
1+ 2 ¢ (1+z)2z

Por otro lado, sabemos que: 1 + 2z =

Con esto,
dt 1dt 11 1 [af 1 d
L Py (N o IO (1 I O
a(t) ada aa \ (14 z)? ap \a?) a(1+ z)? aoH (2)
Sustituyéndolo en la expresién anterior:

Temi = Sk (_aiO/ZO };l(zz)) =S (aio /OZ Pﬁé))

Con lo que, finalmente, obtenemos la expresiéon exacta para la distancia luminosidad en
funcién del redshift:

1 [* d
dL :aoT’emi(l—i—Z) :aoSk. (CL_O/ H(Z)) (1+Z)
0

3.2.3. Moddulo de distancia (u):

Ptolomeo fue el primero en hacer una clasificacién de estrellas en magnitudes del 1 al
6 a ojo. Pogson (1856) clasific6 entre 1 y 100 a estrellas segin su luminosidad aparente,
de forma que Iy /lg = 10% esto fija una escala logaritmica dada por la magnitud aparente:

) l
16 5 ll 5 ll

5 5
De esta forma, mg — m; = —3 log,, (]/_6) + 5 log, (]/_6) =3 log, <E> =5 2=5

La luminosidad aparente de referencia que se usa es lop = 2,52 - 1078 W /m?

Por ejemplo, Sirio tiene mg = —1,44, Andrémeda m4 = 0,1, y nuestro Sol mgy = —26,8.
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Magnitudes absolutas:

En un espacio euclideo y estatico, la luminosisdad aparente si estuviera situado el objeto
a 10 pc de distancia.

S L/4nd? 5, L l Lo
=—"lo — ) =—Z1o — conlp = ———
g 0810 L /4m(10pc)? g 0810 Ly)’ * 47 (10pc)?

5 L
A veces se usa Ly = 78,7L, por tanto M = —3 log;, (L_> + 4,82.
®

Vamos ahora a expresar d;, en funciéon del médulo de distancia:

T 10-2/5M [, 1
- e T o — /5(m—M) _ 1/5(m—M)+1
do = 4l \ 4w10-2/5m], 10 10 pc =10 pe

1= m— M es lo que se conoce como “Modulo de distancia”, y las graficas que involucran dis-

1 1—% 2
d, (Ho (z+ 5 z —|—>)
= 5logyg

10pc 10 pc

tancias suelen usarlo. Por lo tanto, pn = 4log;, (

Ejercicio: obtener p = 25 — 5log,q Ho (km/sMpc) + 5log,, ¢z (km/s) 4+ 1,086(1 — ¢qo)z + ...

3.3. Distancia diametro angular

Vamos a introducir la segunda nocién de distancia que mencionamos.

As As
Aad=— =2 dy = —
N As
De acuerdo con la métrica FLRW:
d aemiremm Aemi 1 dL d
= = = OGemiTemi = ——QA0Temi —
4 A ag (1+2)(1+2)
Aa
Por tanto podemos llegar a una relaciéon entre ambas distancias:
dr,
dg =
1 2
(1+:2) Figura 3.2:
La expansion para la distancia diametro angular es Esquema
1 1
da(z) = — |z —=(3 24
A(2) e z 2( +qo)z” +
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Como las galaxias, por ejemplo, no tienen borde bien definido, la distancia luminosidad
es mas interesante, pero para el CMB la distancia angular es més 1til por el tamano de las
anisotropias.

Ejercicio: Variaciéon temporal del redshift. Llegar al siguiente resultado

d
H:(1+Z)H0—d—; <Pista:1—|—z:%>
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Capitulo 4

Dinamica cosmoloégica

Como siempre, vamos a deducir todo lo que podamos a partir del principio de equivalen-
cia, y del principio cosmolégico. Puesto que la tinica dependencia en el tiempo del Universo
viene dada por el factor de escala, vamos a deducir sus ecuaciones dinamicas.

Comenzamos con las ecuaciones de Einstein (1.5). La métrica que usaremos sera la de
FLRW:
ds® = —dt* + a(t)*y;;da’da?

Lo primero que tenemos que hacer es calcular la conexién:

1
[0 = 59% [0g0p + 009p0 — Opgoo] = 0

Ejercicio: Calcular I'oy =0, T%,=0

1 1 . a
poij =5 9% [0i9ip + 0; 90 — 0p9i5] = §ata2%j = A = i

L - a , Ny : s .
Ejercicio: Calcular I, = —0;, y comprobar que I";;, = I, siendo esto 1ltimo la conexion
a

asociada a las secciones espaciales.

Pasamos ahora a obtener el tensor de Ricci:

_ A _ A A a A a A
R,LLI/ — R ,u,)\I/ — a)\r v - ayr ,U,)\ + F ,LLI/F al - F MAF av
Roy = P50 — oIy + Dopboy — T\
) S a a .G .
=~ =Tl = =00 (35) ~2%5%
L ) i 3}
- 3= 2d2 — 3 :_%:_39
a a a a
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Ejercicio: Calcular R, = 0 (tiene sentido, ya que de lo contrario habria una direccién privi-
da + 262

legiada, contradiciendo la isotropia), y R, = s 0ij T Rij, siendo Rij el tensor de Ricci
a

R K K
asociado a la métrica espacial, e igual a R;; = (D — 1)—g;; = 2—gi;
a a

6
Ejercicio: Calcular el escalar de curvatura: R = — (da + a* + k)

a
: . 1
Con esto ya podemos hallar el tensor de Einstein: G, = R, — 5 9w
1 3.5
Goo = ROO — §QOOR = @(a + /{)
Goi = 0
1 .
Gij = g(—Q&a — CL2 — :‘i)gi]’

Finalmente, tenemos el miembro de la izquierda de las ecuaciones de Einstein. Ahora vamos
a acudir al principio cosmoldgico de nuevo, para obtener la forma general del tensor energia-
impulso (o energfa-momento) 7},

4.1. Tensor energia-impulso

Desde el punto de vista de las transformaciones de coordenadas, 7}, se puede descompo-
ner en Ty, (escalar), Ty; (vector), y T;; (tensor de orden 2). Por lo mismo que Ry;, Tp; tiene
que ser cero, ya que la isotropia no admite un “vector” privilegiado. Ty es la densidad de
energia p(t), y T;; = p(t)gi;, siendo p la presion.

. . , I © =
Para un fluido, su velocidad serd u# = %= = 4= = (1,0) = 6 = w* = 6}, u, = —6)

Con esto podemos escribir el tensor T}, de forma covariante:

T = PGy + (p+ Py, (4.1)
Ya podemos obtener las ecuaciones para el factor de escala, usando las ecuaciones de Einstein:

87
a2+H=Lpa2

3 Ecuacién de Friedmann (4.2)

1
—(—2ia—a* — k) =1
a

Sustituyendo la ecuacién de Friedmann en esta ultima, llegamos a:

e
a= —%(p +3p)a  Ecuacién para la aceleracion (4.3)
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4.2. Ecuacién de conservacion

Por la identidad de Bianchi, V, G}, = 0 (de hecho el tensor de Einstein se construye
de forma que efectivamente cumpla esa igualdad). Por tanto, V, T}, = 0, la conservacién
covariante del tensor energia-impulso.

V Iy = 0,Ty + 17, T =T 0TX =0
De donde se deduce:

p+ 32(,0 +p)=0  Ecuacién de conservacién (4.1)
a

Ejercicio: Calcular V, 77 = 0 (no da informacién)

Podriamos pensar que tenemos tres ecuaciones (Friedmann, aceleracién y conservacion)
para tres incégnitas (a, p, p), pero se puede demostrar que:

Friedmann + Aceleracién = Conservacién

Friedmann + Conservacion = Aceleracién

Normalmente se escoge la segunda opcion, aunque a veces interesa estudiar la aceleracién.

Vamos a ahondar en el significado de la ecuacién de conservacion:

3 3

a3% +3a’a(p +p) = d(S? ) p%

Si llamamos v; = a® al volumen fisico en una unidad de volumen comovimiento, y u; a la
energia contenida en vy, entonces:

duy dvy

at Par

De termodindmica sabemos que dU + pdV = T'dS, por tanto dS = 0: La entropia se con-

serva en la evolucién del Universo, por tanto el principio cosmoldgico implica una evolucién
adiabatica del Universo. Entonces, la entropia contenida en un volumen comovimiento se

=0

=0—dU +pdV =0

conserva: S = a3(t)s(t) = cte = s(t) o el

De dU + pdV = TdS deducimos:

B ds _1dp p D
d(p(t)V) +pdV =Td(s(t)V) — ﬁVdT +sdV = TdTVdT + TdV + TdV

Igualando los diferenciales por separado:

s(T) = %
dp

T2 =
1 p+p

La primera de esas dos ecuaciones la podemos usar para hallar la densidad de entropia del
Universo.
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4.3. Ecuacion de estado

En cosmologia, se usan ecuaciones de estado del tipo p = wp, con w = cte. El Universo
puede considerarse un “multifluido”. Por un lado, con w = 0 tenemos el “polvo” o “materia
fria”, por tanto p = 0 (por ejemplo, galaxias). Por otro lado, con w = % tenemos la radiacién,
con p = p/3; y finalmente con w = —1 tenemos la constate cosmoldgica.

Esto ultimo tiene que ver con que el tensor energia-impulso asociado a la constante

- A
cosmologica es TL(W) =

—mgw,, por lo que, asocidndolo al tensor energia-impulso de un
T
A
fluido perfecto , concluimos que p = —p = ———.
811G

Introduciendo la ecuacion de estado en la de conservacion:
a ) a
p+3=(p+wp)=0= p +3-(1+w) =0=logp+ (3+3w)loga = cte = pa*™" = cte
a p a

» Polvo (materia fria): pa® = cte — p < a3

= o) = po (W) — po(1+2)°

» Radiacién: pa* = cte = p oca™

4
= p(t) = — | =po(l+=2
o0 = () = ml1+2)
Al contrario que para el polvo (cuya densidad de energia escala con el volumen como-
vimiento, hay un factor (1 + z) adicional debido al desplazamiento al rojo, por tanto
hacia atras en el tiempo tenemos un Universo més caliente.

1
Segtin la Ley de Planck, p oc T4, por tanto T o a0 =T =To(1+2).
a
Por ejemplo, en el CMB hay una temperatura media de Ty, = 2,73 K, por tanto con
un redshift de z = 1100, encontramos una 7" = 3000 K, y en esa situacion lo que
encontramos seria un plasma, asociado al desacoplo materia-radiacion.

En estas condiciones, el Universo se hace transparente, los fotones no encuentran cargas
libres que los frenen. Esto es lo que se conoce como la “superficie de tltimo scattering”

(LSS).

» Constante cosmolégica: pa’ = p = cte lo cual tiene sentido, ya que como p) = el
T

no depende del tiempo.

De estos casos se deduce que en el early Universe, es decir, a tiempos cortos, domina la
radiacion, pero a tiempos suficientemente largos domina la constante cosmoldgica.
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Ecuacién de Friedmann
Vamos ahora a estudiar la ecuacion de Friedmann mas en pro-

fundidad.

4.4.

81G k 881G
-9 _ 2 2 _ 2
a —|—/<;—Tpa —H —i-@— 3H2H
3H2(t
Definimos la densidad critica como: p.,(t) = 8 ((;)
0

Introducimos el pardmetro de densidad (con tilde para denotar

dependencia temporal):
p(t)
pcr(t)
3H?
© = 2220 — 1878 -10"%h g/cm3, lo cual, como

i En el te: =
Figura 4.1: Aleksandr 1L €L presente: per Rywe
vimos en los primeros capitulos, se corresponde con 6 protones/m?®.

Q=

Friedmann
Con esto podemos escribir la ecuaciéon de Friedmann asi:
Kk 8rG ~
H?> 4+ — = H?p = QH?
e T 3mn
Existen tres casos posibles:
k>0 — Q>1,p>pcr
~ ,{/ ~
(1_Q)H2:_E k=0 — Q:]"p_pcr
k<0 — Q<1,p<pcr

Introduciendo la ecuacién de estado, la ecuacién se puede escribir:

~  81G ~ ~ w K
H*Q = — - H?Q = HGQ(1+2)"" = H* + —
Podemos escribirla también usando ), = —%:
a?H?
" Q=Q+0
1+ IEYIE =0=0+Q, =1

Esto es lo que se conoce como la Regla de la suma cosmica. En esa ecuacion, () estaria dando
cuenta de las densidades de materia, radiacién y constante cosmolégica:

p:pm+pr+pA_>Q:Qm+Qrad+QA
Q,, =m Qg =Pt g =PA
Per Per




4.4.1. Derivacion newtoniana

La ecuacién de Friedmann se puede obtener en un contexto newtoniano, vamos a ver
cdmo y por qué.

El Teorema de Birkhoff y el principio cosmoldgico son la razén por la que esto es posible,
ya que en un entorno muy pequeno cosmolégicamente hablando, por el Teorema de Birkhoff
sabemos que la métrica se puede aproximar a la de Minkowski, por tanto podemos usar la
mecanica newtoniana.

) L Ll L
La ecuacién para la expansién uniforme es 7 = ——=7. Tiene como solucién 7(t) =

a(t)

o A5 Al al) o gy
O‘aw“ a(f) alto) * H@>

Por un lado tenemos la energia cinética:

1 .
T = émfg = §mH2FQ = §mZ_T

Por otro lado tenemos la energia potencial:

Vo _GmM(T) _ —gﬂGmP’f’s
r

La energia total sera:

2 1,2
mri | a drG
E:T+V:—&(2) {3——3 pa}:cte
. Ea ., .
Definiendo x = ——— llegamos a la ecuacién de Friedmann:
mrg
a® Kk 4nG
2ty g =0

4.5. Ecuacion para la aceleracion

Vamos a estudiar mas la ecuacién para la aceleracién:

ArG
Q= —WT(/H 3p)a

Si (p+ 3p) > 0, el Universo decelera su expansion, eso es lo que se esperaba antes de 1998,

ya que es lo que ocurre con polvo (w = 1), radiacién (w = 0) o intermedios. Pero lo que

3
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se descubrié fue lo contrario, acelera, por tanto el Universo tiene que contener fluido con
w < —%, la energia oscura.

1+ 3w~
+wQ

Ejercicio: Ver que podemos escribir el parametro de deceleracion como ¢ = 5 w

Suponemos un modelo con a(ty) > 0,d(ty) < 0. En este modelo es inevitable la singula-
ridad inicial:

al(t)

alto)| ..

alto)to

Figura 4.2: Evolucién del factor escala segiin el modelo con a(tg) > 0,d(tg) < 0, y su recta
tangente en la actualidad ¢,

Podemos establecer la siguiente desigualdad, en base a la grafica: a(t)to < a(ty), y con

a(t
ella calcular nuestro tiempo ¢y, < % = H;' = 13,6 Gyr.
aflo
Mas adelante veremos que este modelo es erréneo, tiene una “crisis de edad”, ya que el
Universo segtin este modelo seria mas joven que las estrellas.

4.5.1. Fondo cosmico de fotones

Fotones en equilibro térmico con el resto de las particulas (nucleosintesis). Su distribucién
estd dada por la ley de Bose:

47 E?
(2rh)3 ekeTa — 17

ng = g:2

Siendo ng el nimero de fotones en el momento de desacoplo materia-radiacién, en una unidad
de volumen. Es vélido en el equilibrio térmico, con T'> Ty = 1+ 2z > 1 + z4. {Cémo es la
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distribucién actual? Igual que si hubiera equilibrio térmico, aunque no lo estdn (mantienen
una distribucién de cuerpo negro, o de Bose). /Y por qué se mantiene esta distribucién?

E%dE
AP E,V) o g
1% 1 E%dE
3 2 0
= dNo(E, Vo) o< (1 + z4)°E dE<1 ¥ 2q) 0= B/haTy — 1 O eB/kaTo 1
T,
Seguimos teniendo una distribucién de Bose pero con una temperatura T = 1 +d .
Zd

Se ha comprobado que la distribucién de los fotones es una distribucién de cuerpo negro
con una temperatura media de: Ty ~ 2,75 K. Podemos calcular la energia y el nimero de
fotones que tenemos:

p(T) = agT* (Ley de cuerpo negro)

ki, ~15 314
ap = e = 7,65377 - 10" eVg/cm K
Donde p(T) es la energia por unidad de volumen.
Numero de fotones: dn.,(T") = % Integrando sobre todas las frecuencias:
ew/ksl — ]

> 8w 26(3) (ksT\’
n(T) = /0 dv ehv/ksT 1 g2 he
donde £(s) es la funcién zeta de Riemann. Para T ~ 2,75K tenemos 411 fotones/cm?, y una
densidad de energia p = 4,64 - 1073'eVg/cm?3 ~ 10™%p,.,.
Hasta un redshift de 10000 la cantidad de materia domina sobre la radiacion.

n- de bariones  7np. o PB.(0) _ 00p

= = : ; =— nimero de bariones actuales
m n° de fotones Ny Per B 81G ( )

El parametro €2p se calcula estudiando la nucleosintesis: {2g = 0,04.
W =1,123-107°Qph% — 5 =0,6- 1077

Hay dos mil millones de fotones por cada barién, producto del retardo de los efectos de
desacoplo.

. Por qué hay tan pocos bariones? No se cancelan exactamente bariones y antibariones,
pero casi. Esta pequena no cancelaciéon es el objeto de estudio de la bariogénesis.
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4.6. Dinamica cosmolégica a tiempos cortos

Vamos a partir de la ecuacién de Friedmann, para el caso de materia ordinaria (w >

~1/3).
2
2 a 13
P g =

a — 0
Cuando 1 ¢ pa? — oo

> —_
v 3

A tiempos cortos, domina el primer sumando de la ecuacién de Friedmann (como si el

Universo fuera plano, x = 0). Si anadimos la constante cosmolégica: p — p+ 3C resulta en
T

A
gaz. Si hay Big-Bang, este término tiende a cero (incluso influye menos que la curvatura).
Por tanto la ecuaciéon

5 8rG

a” = Tpa

da lugar a los modelos de Einstein-de Sitter, modelos cuya curvatura es nula.

Cualquier Universo, a tiempos cortos, se comporta de esta manera. Pero, jqué significa
exactamente “tiempos cortos”?

s Kk 871G

== H? = QH?
* a> 3H 2P
9 ~ K
= H*(1-Q)= =
K
Tiempos cortos se referird a la época en la que se cumple la siguiente desigualdad: % =
a

H?1-Q| < QH? = [1-Q| < Q — Q ~ 1, por tanto son aquellos para los cuales podemos
“tirar” el término de curvatura.

Si tenemos curvatura, esta deja de influir si el Universo es critico (£ ~ 1).

4.6.1. Universos de Einstein-de Sitter

1
Estos Universos seran aquellos en los que x = 0, p > —gp (planos, y con materia

ordinaria).
Tenemos la ley de conservacién pa®™3¥ = poagt = b?. Sustituyendo en la ecuacion de
Friedmann: 8r
. T -
Q2= : pa-1-3w
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Integrando esta ecuacion:

a t
aa 302 — BTG [ g g / at 279
3 ! ! 3

N a(3+3w)/2 B S7(
(34+3w)/2 V 3

Dividiendo esto entre su valor en el tiempo actual t:

bt

t[)(l + 2)7(3+3w)/2

(34+3w)/2 t =
L (ﬁ) £\ 2/(3+50)
to ao a(t) = ao( )

to

El parametro de Hubble es:

2 1 1
H=-= - = H(t) ~ -
3+3w t ®) t
El parametro de deceleracién es:
143w
1=
Y la densidad sers (dado que Q ~ 1):
3H? 1

) =P = G = 6rG T w)2E2
1
Por tanto, p(t) ~ 2 (hay una singularidad a t = 0, el Big-Bang).

» Caso I: Polvo (w =0), Q,, = 1.

Es un caso especifico de los modelos de Einstein-de Sitter

a(t) ~ 23, t=to(1+2)7%2

2
La constante de Hubble Hj (si Einstein-de Sitter fuera un buen modelo) serfa e Pero
0

2
to tendria que ser ¢y = gHo_ ' (la edad del Universo).

Hy = T71Km/sMpc — ty ~ 9,7 Gyr

Por tanto la edad de las estrellas es mayor que la del Universo, segin este modelo. Si
el Universo es critico tenemos que tener algo méas que materia no relativista, es decir,
energia oscura.
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» Caso II: Modelo de Einstein-de Sitter de radiacién (w = 1/3), Q40 = 1.

Es un modelo realista del Universo primitivo.

3¢2 3 2
a(t) ~ % p(t) = prlamk< Pl‘””’“)

T 327G 32 2

Ejercicio: Resolver Einstein-de Sitter en tiempo conforme. ‘

dt = a(n)dn = an =a

Haciendo el cambio de variable en la ecuacion de Friedmann, se obtiene:

U

= L n 2/(14-3w)
To

4.6.2. Modelo de de Sitter

< a )(1+3w)/2 n = 7]0(1 + Z>_(1+3w)/2

Qo

Es un modelo con inflacién, con constante cosmoldgica. Corresponde a un Universo vacio
salvo por la constante cosmoldgica, que es la que domina a tiempos largos. Es un modelo
critico, con k = 0,p = —p, (w = —1).

Ecuacion de Friedmann:

A
at = §a2 — a(t) = apef 1)
A ) » .
Donde H = 3= cte (por tanto el parametro de deceleracién ¢ = —1). Es un Universo con

expansion exponencial, inflacionario, al contrario que en el caso de Universo con materia,
cuya expansion es polinémica.

La métrica de este universo por tanto, sera:
ds* = —dt* + a*(t)di* = —dt* + *"'d7?

Donde, por comodidad, hemos fijado age % = 1. El factor de escala no tiene significado
fisico los modelos planos, solo importan los cocientes.

Vamos a estudiar de donde viene la geometria de este Universo. Es maximamente simétri-
co como espaciotiempo. No tiene curvatura, pero R = 0 (no tiene curvatura espacial, pero
si 4-dimensional). Para construir su geometria se toma un hiperboloide en 5D (usaremos la
notacién habitual, en la que las coordenadas seran {qo, ¢1, G2, q3, G5}, Sin q4):

—@t+ GG+ +a=1
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Su métrica, con la constante de Hubble para darle dimensiones correctas, sera:

1
ds* = = (—dgy + dqi + dg; + dg; + dg3)
1 q
Definimos n = ————, 7= (q1, @2, q3), T = —————— vy escribimos el hiperboloide de
n (@0 + qs) H 7= (q1, %, q) (0 + ) H Yy p

la siguiente forma: —(qo + ¢5)(q0 — q5) + 7=1
Ahora vamos a escribir las ¢; en términos de las nuevas coordenadas 7,

N 1 . 7
Go+¢G=—"7q70=—
Hn n

Para g5 — g9 usamos el hiperboloide:
S - 2
¢—q _1=-2%/p (w)
©Y  @tge  —1/Hnp TI\n

1 y 1
ds* = -5 (—dg5 +d7* + dg3) = - (d(as + qo)d(gs — q0) + d7°) =

De manera que:

(—di? + di?)

e H?n?
Para poner la métrica en tiempo césmico dt = a(n)dn:
dt +1 i
_— = = — —) e —
dn “ Hn 1 H ‘

De las dos opciones (+/—) hemos escogido el (—) para que t y i vayan en el mismo sentido,
si t crece, ) crece. A su vez,
dn
e
De esto se deduce que H?n? = e~2!  de manera que

1
e = _Hdn=-—
a

ds? (—dif? + di?) = Mt [~ at? 4 di?] = —dt* + 27 di?

1
- H2p2
Vamos a ver qué informacién podemos sacar de este modelo: gy + g5 = e!*

-0 < n <—-1/H
m 0<qg+q <1
—00 < t <0
—-1/H < n <0
0 < t <

w1 <g5+qo <0

0 < ¢s+q < -1 — 0 < n < 1/H Vt
-1 < ¢+ < 0 — 1/H < n < 0 Vit
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q0

Figura 4.3: Hiperboloide de de Sitter

Por tanto, en este modelo, podemos ver que no hay Big Bang.

Como es una superficie 4-dimensional maximamente simétrica, hay 10 Killings (ds® es
invariante Lorentz en 4+1 dimensiones, SO(4+1) tiene 10 generadores). Hay 3 translaciones,
3 rotaciones y 4 boosts.

En el periodo inflacionario, el Universo es de Sitter.

4.7. Dinamica cosmolégica completa

Vamos a dar una descripcion realista, teniendo en cuenta radiacién, materia (no relati-
vista) y energfa oscura.

~ Pi 8t
Per SEYE
La evolucion del pardametro de densidad sale de la ecuacién de conservacion:
(120, = HXQ,.(1+2)?
HQQrad = HgQrad<1 + 2)4
~ A
H2QA — § )
20 _ _ 2 2
\ H Qk = —?—QkH()(l—l—Z)

Ahora resolveremos la ecuacién de Friedmann con estas 4 especies:

a K 8rG ~ ~ ~
St = (Pt praat o) = HA Qe+ Q)

= HZ[Qaa(1+ 2)* + Qn(1+ 2)3 + Q4]
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: . a
Introducimos la variable x = —

g , LE _ —
ag 1+ 2 agp
QT‘G Qm
= 42 = —k + H? (—4d+—3+QA> a?
x x
Que dividiendo entre a2 queda:
dz ? 2 2 Qrad Qm 2 2 Qrad Qm 2
(E) :QkH()“‘HO o +§+QA Y :H() 72 +?+Qk+QA$
Integrando esto, obtenemos:
1 1/1+Z 1
0 ra
’ \/ R YRR
x x

Por tanto, t = t(z), y a z = 0 tenemos la edad del Universo.

La contribucién de los fotones a la densidad ., = 4,8 - 107°. Si los neutrinos no tuvieran
masa, hay que ponerles T, = 1,9K, pero actualmente sabemos que la tienen, por lo que hay
que hacer una correccién, aunque m = 0 es una buena aproximacion (2,4 > €, por los
neutrinos).

En la actualidad:

Qe =8-107°, 9, =028, Qy =072, Q=0

4.8. Igualdad dinamica entre materia y radiacion

Vamos a estudiar el periodo llamado “de equivalencia”, aquel en el que 2, g = Qrad,eq-
A tiempos cortos, no tendremos curvatura, por lo que tendremos un Universo de Einstein-de

Sitter.
Hequm,eq = HequTad,eq %%Qmwz%ﬂrad(l + Zeq)%

Q,,
= 1tz = 5 = 3300 = Ty = 10'K > 3000 K
rad
Esta es la temperatura a la que se produce el “crossover materia-radiacién”, cuando la

radiacién deja de dominar. Podemos hallar el parametro de Hubble en la equivalencia:

1

1
5 2= HyQu (14 20)° = Hp) = —=Hy ' Q2 (1+ 2.) % = 30Kpe

V2

Vamos a estudiar la dindmica cosmoldgica en este caso:

81G ~ ~
at = WT [om@® + praad®] = QuH?a® + QogH?a’
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Pasando a tiempo conforme:

. da , da d¢ . lda .
G=—,d=—=0a—=0aa— —— =a

dt’ dn d adn

d?7 eqeq eq eq 2 €q 5‘1

da\® =« - 1
(_“> = QH?a* + QuaH?a" = Qg HZ 02 a + QpgaegH 0k = ~HZ a? [i + 1}

Qeq

., i a
Con la notacién usada anteriormente de x = —:
Qeq

dx 1 5 5
() =sente 0= [ g = G5 [ oty

1
= EHeqaeqn = Vr+1= 2—Heqaeqn +1

Aeg 8

Tiene sentido, a tiempos cortos domina el término con 7 y a tiempos mayores el término con
n?, es lo que pasaba con de Sitter.

En 776!17 1
L= 8H eq eqneq + EHeqaeqneq

Podemos asf calcular el producto aegne, = (1 — 2v/2)H o

noema ) —evea()

Pasamos a tiempo césmico:

= [ oot = (122 (2) ez (2

V2

Qeglleq =

1
3 ~(V2 - 1)H_' = 55000yt

=ty = .

Dividiendo ¢ entre t.,:



Antes de continuar, vamos a volver a la expresion:

a 1 a
J—+1—1=—=Hyan—n=2V2H a; ! [ ,[—+1-1
Qeq * 2\/§ afled’] 1 \/_ “ aeq < Qeg - >

i:(1+\/§)[ ¢ —1]

Negq Qeq + 1
Ahora si, sustituyendo esto donde nos habiamos quedado:

(i—z) S )
t_ Qeq Qeq

teg 2 -2

Ejercicio: Desarrollar a segundo orden la raiz, para comprobar que va como t'/2

De aqui, vemos el tiempo de la recombinacién:

(arec _ 2> arec + 1 + 2

Leg 2—+/2

1+ 2 1+ 2
(Hi _ 2) /# 149
_ Prec “rec ~ 370000 yr
2 -2

4.9. Modelo A+m

Despreciamos los términos de radiacién y curvatura, la radiacion ha dejado de dominar
y da paso a la energia oscura y la materia.

1 /1/1+z 1
t=— dr ————
Hy Jo Q..

g Qpa?
xr

Con el cambio x = u?/3:

2 (U7 1 2 1

-

= —/ du = sinh
3Hy Jo VO + (1= Q)2 3Ho /1 -y,

Por tanto, la edad del Universo (z = 0) sera: to = 13,7 Gyr.

S_%?m (1+ 2)3/2]

Para calcular el factor de escala:

Q, \
a(t) = ap (1 —q > sinh?/? (\/1 - ngHot)
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Si lo representamos, con ¢; el tiempo del punto de inflexion:

a(t)

Figura 4.4: Evolucion del factor de escala en el modelo A+m

Ejercicio: Ver que esto interpola el comportamiento de de Sitter a tiempo pequeno (~ x), y
\/KHQt)

a tiempo largo (~ e

El parametro de deceleracién del modelo:

é e 47 G v Je e A

" 3(p+p) 3 P 3( Pr) Pm +

. - 4 A 1. )
aa a TG Q

=5 =""75 =

@2 aH? 3H2P" T 3H? T 2
1,
= qo = - = _076

JEn qué tiempo es el punto de inflexion?

(
le—zﬂAz } 1

Qni =5
sz+QAz_1 3
Q= H, m(1+2)?
2 H? HZQ, (14 2)3
Lo =209
3= i = (14 2)" = gmo = e

Con un valor de 1 4 z; = 1,73, se obtiene un tiempo del punto de inflexién t; = 7 Gyr.
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Capitulo 5

Problemas del Modelo Cosmolégico
Estandar

Principalmente, hay dos problemas en el Modelo Cosmoldgico Estandar, que hicieron
necesaria la introduccién de una primera fase inflacionaria, con expansion exponencial. Estos
dos problemas son el de la planaridad y el del horizonte.

5.1. Problema de la planaridad

En el Universo, observamos que Qipr = Qyqq + Q2 + Q4 ~ 1, lo cual implica que o bien
la curvatura es nula, o bien estamos a tiempos cortos. Y sin embargo, no parece que nuestro

Universo sea joven.
K

a?H?

:>1_Qtot:_

1+ = Qtot

K

2,2
H2ag
Ahora vamos a escribir esta ecuacién con la evolucién del parametro de Hubble, vista en el
capitulo anterior:

(14 2)?

H = H{ [Qraa(1+ 2)" + Qn (14 2)° + Qa + Q(1 + 2)?]
= H2 [Qaa(1 4 2)" + Qu(1+ 2)° + Qp + (1 = Quor) (1 + 2)?]

Sustituyendo en la expresién anterior:

R (14 2)?
T H2a2 Qag(14 2) + Qo (1 + 2)3 4+ Qg 4 (1 — Qo) (1 + 2)2
]-_ Qtot

Qraa(1+ 22+ Q14+ 2) + Q0 /(1 +2)2 4+ (1 — Quor)
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Si 2 > z¢4, domina el término de la radiacion:

1— Quor S (1= Qo)L (14 2)72

rad
e~ 107y T = To(1 + 2)
(tomamos la temperatura del Universo como la temperatura de los fotones, en nuestro caso
es una aproximacién decente):
. 0\ 2
1— Qo ~ 107 (%)
En la nucleosintesis: T),s ~ 0,1 MeV~ 10° K. Esto implica 1 — Qy; ~ 10716,

Introduciendo ahora los valores conocidos 1 — Qe < 1072, Q1

Esto no parece en absoluto natural, y si somos méas especulativos, en la Gran Unificacion
tendrfamos Tgyr ~ 10 GeV~ 10% K, implicando 1 — Q0 ~ 10756,

Ambos no tienen sentido, ya que habria que tener unas condiciones iniciales antinatural-
mente precisas para llegar a nuestro estado, con 2, practicamente igual a 1, o bien tener
alguna simetria desconocida que obligara a esto, pero la explicacion actual es la inflacién.

5.1.1. Inflacién como justificacion de la planaridad
La inflacién es un periodo de expansién exponencial, mediante un mecanismo de acoplo
de un campos, el inflaton, al campo gravitatorio.

Durante esta fase de Sitter:
a(t) = a(t;)efr =)

ay = alty) = a(t;)er=1 = q(t;)ef18" = a(t;)e
El nimero N es lo que se conoce como el nimero de e-folds (veces que se multiplica por e):
K

2.2
Hia;

Qtot(ti) - ]. — ~ 1

Partiendo de esta condicion inicial, mas natural, con esta fase de inflacién conseguimos:

2
~ K R a:
Qot(t;) —1= - ~l=-—" )L ~e N
wrlts) H3d’ (H;ag) a2
~1

Este mecanismo, al final de la expansion, nos proporciona nuestra condicién “rara”, natu-
ralmente, dependiendo tinicamente del nimero N.

De esta manera, la inflacién soluciona el problema de la planaridad.
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5.2. Problema del horizonte

En cosmologia hay varios horizontes, uno de los cuales ya hemos mencionado, el horizonte
de particulas.

Ldt
Ejercicio: Ver que dp,,(t) = a(t / —
(0 =at) | 5
o : : : 1 * dz
Ejercicio: Hacer el cambio de variable al redshift, tal que: dj,.(2) =
1+z /), H(2)

Horizonte de particula comovimiento: Es el tamano de la zona conectada causalmente
cuando el redshift era z:

Qo > dz

Cihm"(Z) - mdhor('z) - H(Z)

z

Ejemplo: en la época del desacoplo radiacién-materia, a redshift z = 1100, la zona cau-
salmente conectada tenia un cierto tamano. Debido a la expansion del Universo, esa zona
actualmente tendra un tamano dp,.(z). Vamos a hacer el célculo para este ejemplo:

T ( ) ( ) / a t
dh td a td ( ) de nd

Ejercicio: Usando las féormulas de la época del desacoplo, obtener:

3(14+v2) (1424 [ [T+
dortes = = “ 1—-1 te
" (d ) \/§ (]-+Zdes) 1+Zdes * I

Introduciendo los valores en la ecuacion, obtenemos:
dhor(tdes) ~ 250 KpC

Este era el tamano del horizonte de particulas en ese momento. Actualmente esta zona ha
sido expandida hasta:

Czhor(tdes) == (1 + Zdes)dhor(tdes) ~ 280 MPC

Esta superficie, si la “colocamos” en el fondo césmico de microondas, a 14 Gpc, subtiende
un angulo

. dhor(zdes) . 280 MpC
N dLSS N 14 Gpc
Esperariamos, por tanto, que en regiones de 1.1° habria homogeneidad de temperaturas, ya
que estaban conectadas causalmente en ese momento, y en equilibrio térmico. Sin embargo,
lo que es sorprendente es que se observa que en regiones mucho mayores esta homogeneidad
existe, ya que todo el CMB tiene aproximadamente la misma temperatura.

A« ~ 1,1°
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5.2.1. Inflacién como solucion del problema del horizonte

Introduciendo la fase inflacionaria en el modelo, tenemos:

; ) o /tii—i_/’tf dt _i_/tdesi
hor\ldes 0 0 al(tl Ju amf(t) ty (12(t)

>3

v ~

1 11 111

Vamos estudiar estas tres contribuciones por separado:

s Primera contribucién:

t.
a iodt a ag a
I= —Oai/ = 2ot; = 2Ll = (14 2)eVH; )
a; o a1(t)  a; ar a;

Donde hemos usado el parametro de un Universo con radiacién a(t) = /2.

» Segunda contribucién (fase de Sitter):

Ejercicio: IT = (1 + zf)eNHZ.;}

Vemos por tanto que las dos primeras contribuciones son iguales.

= Tercera contribucion:
IIT ~ 280 Mpc (es el resultado del apartado anterior, previo a la introduccién de

inflacién).

Lo que necesitamos ahora es que el angulo subtendido por las dos primeras contribuciones
complete los 360°, para garantizar la homogeneidad de todo el CMB:

2(1 4 zp)eVH, | _,
14Gpc

™

Introduciendo los datos anteriores para por ejemplo la Gran Unificacion, se puede explicar.

Ejercicio: Obtener el nimero de e-folds N ~ 62‘

Este nimero de e-folds de hecho es el mismo que el necesario para “arreglar” la planaridad.

Ejercicio: Para un modelo de Einstein-de Sitter, calcular el radio de la esfera de Hubble en
funcion de w y q.

Ejercicio: Para el mismo modelo, calcular la distancia al horizonte de particulas en funcién
de w.
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Capitulo 6

Anexo: Materia Oscura

Parte impartida por el profesor Jose Alberto Ruiz Cembranos.

6.1. Introduccion

{Qué es la materia oscura? La materia oscura es aquella materia solo observada por
sus interacciones gravitatorias. No estd incluida en el Modelo Estandar de particulas, pero
se necesita para ajustar las observaciones dentro del Modelo Cosmolégico Estandar ACDM.

Es importante observarla de manera no gravitacional, ya que existen modelos (por ejem-
plo los de gravedad modificada) fuera del ACDM que no necesitan de su existencia.

6.2. Evidencias de materia oscura

Ya desde los anos 30 se llevan encontrando cada vez mas evidencias la existencia de
materia oscura en el Universo. Vamos a repasar las mas notables:

» Curvas de rotacién: Fritz Zwicky observé en 1933 un déficit de 98 % de masa en las
galaxias observando las velocidades orbitales de estas en cimulos. (Véase pagina [13)

= Lentes gravitacionales: Como consecuencia de la Relatividad General, la luz sigue
las mismas geodésicas que el resto de los cuerpos, por tanto su trayectoria alrededor
de cuerpos masivos se curva. Si estimamos la masa de una galaxia que provoca esta
curvatura, nos damos cuenta de que es mucho mayor de la masa que observamos.

» Bullet cluster: El cimulo de la bala (de ahi el nombre en inglés), consiste en dos
cumulos de galaxias tras colisionar. A esta escala, las estrellas son puntuales y traspasan
sin problema, mientras que el gas sufrird un proceso de colisién y se vera retrasado. La
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materia oscura se supone que deberia interaccionar nada o muy ligeramente, por tanto
irfa con las estrellas, por delante del gas.

La masa asociada al gas es mayor que la de las estrellas, por tanto ahi deberia estar el
centro de la materia visible, pero las lentes gravitacionales colocan este centro delante,
con las estrellas, lo que se entiende que es por la descripcion previamente mencionada.

Segun la colaboracién Chandra, esta es la prueba definitiva de la existencia de materia
oscura, ya que las teorias de gravedad modificada dificilmente pueden explicarlo.

= CMB: A partir de los datos extraidos del fondo césmico de microondas, se obtiene
que habria €, ~ 0,0462 (materia bariénica) y Q.gm =~ 0,233 (materia oscura), lo cual
esta acorde con los datos de formacién de estructuras y de supernovas.

= Supernovas IA: Mediante la observacion de supernovas podemos medir la aceleracion
del Universo. Esta depende principalmente de la abundancia de energia cosmolégica y
materia oscura, por tanto ajustando el valor del parametro de deceleracion:
Q
—g =0, —
q AT 53
Podemos ver que habria Q, ~ 0,73, ,, ~ 0,27 (donde €2, comprende materia bariéni-
ca y oscura), lo cual es consistente con los datos del CMB.

= Formacion de estructuras: Actualmente el Universo no es homogéneo ni isétropo.
Esto se explica a partir de perturbaciones de la métrica, que evolucionan desde pe-
quenas inhomogeneidades en el CMB (o antes) hasta las estructuras actuales (tiene
sentido, ya que donde existia un contraste de densidad, con un poco mas de la media,
acumulard la materia a su alrededor cada vez mas).

Sin embargo solo con la cantidad de materia observable no se explica, se necesita
introducir la materia oscura para ello, y esta cantidad es consistente con €2, ~ 0,3, de
nuevo coincidiendo con las anteriores predicciones.

6.3. Produccion de materia oscura

La produccién de materia oscura tiene lugar (es la hipdtesis estandar) mediante un me-
canismo de freeze-out. Vamos a estudiar este mecanismo, ademas de alternativas.

» Freeze-out: Suponemos que en un principio la materia oscura estaba en equilibrio
térmico con el resto de particulas del Modelo Estandar, pero al enfriarse el Universo
se desacoplan, al igual que las fuerzas fundamentales fuera de la “Gran Unificacién”.

Para explicar las abundancias de materia oscura se necesitaria que la unificacion con el
Modelo Estandar fuera en la regién entre 1 GeV - 1 Tev, que es el rango electrodébil.
Debido a esto, se ha buscado en el CERN dentro de este sector electrodébil del Modelo
Estandar, si resultado alguno, por tanto se estan explorando mecanismos alternativos.
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s Freeze-in: Asumimos que la materia oscura nunca ha estado en equilibrio térmico
con ninguna particula del Modelo Estandar, debido a que tiene un acoplamiento muy
débil. Por esto que de ser asi, seria muy dificil de conseguir esta materia ya que el
CERN seria incapaz de producirla dada su interaccién tan suprimida.

Otro problema que tendrén este y el resto de modelos (salvo el freeze-out) es que
necesitan hacer suposiciones sobre el Universo primitivo.

= Desintegracion de otras particulas: Podria darse por ejemplo la siguiente situacién:

VA

X

Figura 6.1: Desintegracion en materia oscura

Donde x* seria una particula inestable desacoplada, Z (por poner un ejemplo) seria
una particula conocida, y y una particula de materia oscura.

Esto necesitaria de nuevo poca interaccién entre las particulas del Modelo Estandar, y
la materia oscura.

= Produccion gravitacional: La teoria cuantica de campos en espaciotiempos curvos
implica que un espaciotiempo que varia temporalmente produce particulas. Haciendo
un analisis detallado, se encuentra que para que sea eficiente el proceso, los cambios
han de ser abruptos, o bien que tenga lugar durante el periodo de inflacién.

» Rupturas de simetria: Asociado a procesos de ruptura de simetria (al igual que
en el caso del Higgs) aparecen particulas no necesariamente elementales, llamadas
solitones(como el protén en QCD). Asi, la materia oscura podria ser una particula
compuesta, producto de una transicion de fase por este mecanismo de ruptura.

Se ha estudiado como consecuencia de esto que la materia oscura sea “pseudobosones
de Goldstone”, particulas asociadas a esta simetria rota.

= Materia oscura asimétrica: Hasta ahora hemos tenido en cuenta que las particulas
de materia oscura son su propias antiparticulas, y se producen a la vez que se ani-
quilan. Si por el contrario, tenemos una asimetria entre particulas y antiparticulas de
materia oscura, se podria postular una “simetria global oculta”, asociada a un nimero
bariénico oscuro. Con esto hay modelos que pretenden explicar a la vez la bariogénesis
(la asimetria entre materia y antimateria ordinaria) y la produccién de materia oscura.
De esta forma, habria que hacer “versiones asimétricas” del freeze-out, freeze-in, ...
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6.4. Candidatos a materia oscura

Vamos a dar unas ideas generales sobre los principales candidatos a materia oscura.
Como el Modelo Estandar de particulas da cuenta del 4% del contenido del Universo, la
Cosmologia Estandar requiere de particulas fuera de este Modelo.

Estas particulas, aparte de ser masivas, pueden tener distintas propiedades dependiendo
del modelo, por ejemplo:

s Térmica o no térmica

» Inestable o estable (si fuera inestable tendria que tener un periodo de vida mayor que
la edad del Universo)

s Interactuante o no interactuante

s Fria o caliente

Las dos tltimas opciones (fria e interactuante) estdn motivadas recientemente por el estudio
de las estructuras a pequena escala.

Todas estas posibilidades estan acotadas por las restricciones observacionales.

= Supersimetria: Las divergencias de las teorias y las correcciones mejoran considera-
blemente con la introduccion de la supersimetria, por eso es tedricamente tan atractiva.
Induce una simetria entre fermiones y bosones, de forma que por ejemplo habria un
electréon escalar, el “selectron”, un fotén fermidnico, el “fotin”, etc. Como minimo
habria el doble de particulas en el Modelo Estdandar Supersimétrico (de hecho, més).

La razén por la que no se observarian es que esa simetria estaria rota a bajas energias.
Hay modelos de supersimetria con una simetria adicional, la “simetria R”, que fuerza
que exista una particulas supersimétrica (la més ligera) estable, lo cual la hace un buen
candidato a materia oscura.

Los principales candidatos dentro de la supersimetria son el neutralino y el gravitino.

= Dimensiones adicionales: Que haya tres dimensiones espaciales es un hecho observa-
cional, ya que estarian compactificadas a bajas energias (el ejemplo tipico es imaginar
una manquera, que de lejos parece unidimensional, cuando realmente es bidimensional,
es un cilindro). Con estas dimensiones extra aparecen nuevos grados de libertad, que
en el caso del modelo “minimo” introduce un nuevo parametro.

Estudiando los modos de cada particula en estas dimensiones, aparece lo que se co-
noce como la “torre de estados de Kaluza-Klein”. Esto es bastante analogo al modelo
supersimétrico, con una simetria andloga a la simetria R, la simetria de traslacion en
la dimension extra.
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» Axiones: En QCD, hay un término G}, G**, con G*"* < €"P?(,,, que se encuentra
fisicamente, no como en el caso electromagnético (en el que, al ser una derivada total
se desprecia en el lagrangiano), sin embargo este término viola la simetria CP.

La tnica solucion que se ha propuesto es la introduccion de una particula, el axion,
asociado a una simetria axial U(1). Estas particulas son candidatas a materia oscura,
y tendrian un acoplamiento muy débil al resto del Modelo Estandar, ya que desde hace
anos se han buscado pero no se han encontrado.

» Masas de neutrinos: La masa de los neutrinos (que ahora sabemos que no es nula), no
puede ser introducida en el Modelo Estandar, sin la presencia de nuevas particulas, los
neutrinos estériles, que son un candidato de materia oscura “templada”. Hay muchos
autores que creen que esta materia esta favorecida.

= Modificacién UV de la gravitaciéon: A altas energias la gravitacion no es renorma-
lizable, y no es unitaria (no conservan las probabilidades, se obtienen probabilidades
mayores a la unidad). Las modificaciones introducen nuevos grados de libertad, que
serfan candidatos a materia oscura.

La minima modificacion es la “gravedad R2”, que introduce un nuevo parametro, la
particula escalar-R2.

Hay mas posibilidades, pero estos candidatos son los mas favorables actualmente.

6.5. Dark Searches: Biisquedas de materia oscura

Actualmente hay cientos de experimentos a lo largo del planeta intentando encontrar
rastros de materia oscura, en especial de los candidatos mencionados, acotando cada vez
mas sus propiedades. Vamos a mencionar los diferentes tipos de mediciones que se llevan a
cabo:

» Deteccién directa: Observar como la materia oscura interacciona con un target, un
objetivo, normalmente un nucleo. Se supone que se esta viendo la interaccién (minima)
de la materia oscura. Para ello se usan detectores de centelleo, de ionizacion, fonones,
detectores de axiones, etc.

Muchos experimentos no han encontrado evidencias de materia oscura todavia, lo cual
impone restricciones a por ejemplo su masa.

= Deteccién indirecta: Estas mediciones tratan de observar los efectos de la materia
oscura. En general, comparten el problema de que no podemos saber a ciencia cierta
que lo que se encuentra es materia oscura, o una “WIMP” (weakly interactive massive
particle) diferente. No solo eso, si no que ademds hay muchos modelos de materia
oscura, con diferentes predicciones.
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e Produccién de materia oscura en colisionadores: Tratan de encontrar materia
oscura estudiando la energia faltante en una colisién. Tal y como mencionamos
antes, esto solo indicaria la existencia de una WIMP, no obligatoriamente de
materia oscura.

e Produccién de materia oscura en “regeneracién de fotones”: Estos experimentos
consisten en intentos de deteccién de axiones, mediadores en el proceso conocido
como la regeneracién de fotones. Son experimentos muy complicados debido a la
extremadamente baja probabilidad de que ocurra un evento. El esquema bésico
del funcionamiento seria:

a a

ﬂ/\/ o

—
> .
\ﬂ

B

[ I ooe

l

SR

Figura 6.2: Funcionamiento de detectores de axiones

e Medidas cosmoldgicas: Los modelos de materia oscura pueden ajustarse a las
medidas de, por ejemplo, el CMB. Pero esto podria deberse a otras causas, no
estariamos totalmente seguros.

e Rayos césmicos: Las particulas de materia oscura podrian aniquilarse (en la ma-
yoria de los modelos, la materia oscura es su propia antiparticula, puede aniqui-
larse en pares, que luego se pueden desintegrar, y llegan a la Tierra como fotones,
antiprotones, neutrinos, etc) en particulas del Modelo Estandar, detectadas pos-
teriormente en la Tierra.

Este método tiene un problema adicional: para estos calculos es necesario realizar
bastantes hipétesis.

6.6. Calculo de abundancias de reliquias térmicas

Vamos a comenzar repasando unos conceptos de termodinamica necesarios para el desa-
rrollo que sigue.

La funcién de particion es la siguiente, conocida gracias a la fisica estadistica:

£7) 1 + Fermiones
P) = s

ePr=m/T £ 1 Bosones
Densidad del ntimero de particulas: n = (25#)3 / d*p f(p)
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Densidad de energia: p = (29)3 /d3p fPE(P)
T
Para el caso en el que |u| < T, m < T, estamos en el limite relativista, en cosmologia
esto es lo que se denomina por “radiacion”. Su densidad de nuimero de particulas sera por
tanto:

31
47rp? ——¢&(3)¢gT? Fermiones

g 4 72

- d
" (2#)3/0 T £ 17

1
Ff (3)gT®  Bosones

donde € es la funcion zeta de Riemann, con £(3) ~ 1,2.

3 T T* Fermiones
oo - rmlione
PR / dmp” ., 1 8307

@) Jy T 17| 2

30 gT*  Bosones

Si nos encontramos en el limite opuesto (no relativista), tenemos T’ < m, T' < m — p:

T\*? 3
n=g me e p=n|m+ =T
2 2

Ahora que hemos repasado estos argumentos termodinamicos basicos, vamos a ver ¢émo se
aplican en cosmologia:

A partir de la ecuacién de Friedmann, sabemos que H? < prqq < T* = H o< T?. A medida
que la expansion del Universo continua, hay particulas que pasan del limite relativista al no

relativista como consecuencia de este enfriamiento, pasando de “radiaciéon” a “polvo”:
2
T
4
PR = 5791
30

con g, el numero de grados relativistas efectivos asociados a la densidad de energia. Este
valor va a cambiar, disminuyendo con el paso del tiempo. Viene dado por:

T\' 7 T\
g*:bz gz(?) +§fz gz(?)

donde T' = T, (temperatura de los fotones).

La constante de Hubble serd (con la aproximacién de g. ~ cte), por tanto:

T2
H= 1,66gi/2m—m = O,BOlgiﬂ%

siendo la masa de Planck m%, = Gy' (Gy es la constante de gravitacién universal, newto-
niana).
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Figura 6.3: Grados de libertad efectivos asociados a la densidad de energia.

Si sumamos los grados de libertad efectivos segiin el Modelo Estandar de particulas a
muy alta temperatura, tenemos aproximadamente 106,75.

.De dénde sale el 3,367 A T ~ 1 MeV, los fermiones se desacoplan, quedando los fotones
con temperatura aumentada en el bano térmico, contribuyendo a la entropfia.

Vamos a definir andlogamente a g, la cantidad g.s, los grados de libertad efectivos que
contribuyen a la entropia:

T\’ 7 7\’
g*s:bz gz(T) +§fz 91<T>

Para los fotones del bamio térmico:
S o gysa®T?

donde a es el factor de escala. Para el caso de T' < m. — ¢.s = 2, pero cuando la temperatura

es mayor que la masa del electron, T' > m, — g.s = 2+ 4 X 3= 3 Debido a este paso de

los electrones de ser relativistas a no serlo, aumentan su temperatura en la transicion:

11 1/3
T, ~ | — T,
= (3)
Actualmente, los grados de libertad asociados a la energia son
4/3
90=2+z><2><3>< 4 ~ 3,36
¥ 8 11 ’

Los grados de libertad de energia y de entropia serian iguales si hubiera un tnico bano
térmico, si al contrario, hay més de uno serian distintos (ligeramente):

0 —2+7><2><3>< 4 ~ 391
g*s_ 8 11 -
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6.7. Fondo césmico de neutrinos

La ecuacién de Boltzmann es:

dn
T +3Hn = — (o) (n* — ngq)

Esta ecuaciéon la podemos escribir como:
n+3Hn =sY

n
donde s es la densidad de entropia y Y = —. En lugar del tiempo usaremos la variable
s

m
T= Usando la formula del apartado anterior:

- —1/2™MpPL —1/2™MPL_2

De este modo, sustituyendo en la ecuacién de Boltzmann:

dY  x{oav)

dz H

2 2
(Y° = Y5)

Va a haber un valor z; tal que si * < x; las particulas estaran “congeladas” (con Y cons-
tante).

Este valor Y o~ cte serd: Yo =Y (z = z0) @ Y (v >~ z5) @ Y (v >~ xy) = 0,278

gus(Ty)
Deshaciendo el cambio de variable n = sY’, e introduciendo el valor actual de densidad
de entropia sy = 2970 cm?, obtenemos una densidad de ntimero de particulas actual de:

9 -3
ng = soYp = 825———  (cm™)
g*s(xf)

p_.

Perit

Qn? =7,85-1072 ( —2 -
- ’ (g*s(:vf)> (1eV>

Introduciendo los valores para neutrinos: g.s = 10,75(7 ~ 1MeV) y g = 2 x Z = 1,5 se
my
91,5eV"
Para que los neutrinos dieran cuenta de la materia oscura observada, se intent6 ajustar
esta masa, de alrededor de m, ~ 20 eV.

Como sabemos, p° = mng, y Q =

obtiene un valor Q,,h? =

61



Capitulo 7

Ejercicios resueltos

Nota: los ejercicios con # son importantes, pero no sugeridos por el profesor.

7.1. Conceptos Fundamentales

1: Comprobar que la densidad critica equivale a 6 protones/m?3.
La densidad critica del Universo es peir = 0,94 - 1072 g/cm?. La masa de un protén es
m, = 1,672-107% g=
Perit
mp

= 5,622~ 6 protones/m”’

7.2. Principio Cosmolégico

2: Comprobar que el cambio 7' = 7, t = t + f(Z) transforma la métrica en coorde-

- . ) af
nadas comovimiento de la siguiente manera: gy, = goo = —1, g(; = goi + ek
Sabemos que las componentes de la métrica se transforman de la siguiente forma :

, Ox® O

Iy = Oz’ 895”’9 op
/o
Comenzamos con g:

oz 0xP N
960 = /0 @ga,ﬁ =05 55%5 = goo = —1

Ahora seguimos con gj;, = giy:

, Oz~ 02° ., 02° o 017 of af
i = g o8 = 0 o0 + 00 g = 5000 + 01001 = 5+ oo
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3: Siendo ¢ vector de Killing, con V,V,§, —V,V,§, = R”WASP, y usando la propie-
dad ciclica del tensor de Riemann, obtener V,V,§, —V,V,{, - V,V,&§ = 0.

De las 6 ecuaciones que intervienen en la propiedad ciclica del Riemann R’ N = 0, vamos
a escribir las 3 permutaciones pares del tensor (también podriamos escoger las impares), ya
que las 3 restantes se puede ver que se pueden escribir en términos de las 3 primeras:

V)\Vyfu - vyv)\é-,u - Rpuu)\gp
V.V.ier =V, V.6 = Rp/\,uugﬂ
VMV)\@/ - v)\vugu = Rpu)\,ugp

Con la propiedad ciclica, al sumarlas, y utilizar la propiedad de los Killings V,§, = —V,§,:

0 = ViaVi& = V& + VoV = Vi Vo6 + Vi V& — VaViéy
= VaV,§, =V, Vi, — V. V. + V.V, +V, VA — VaVLE
= ViaV,E, — V.,V — V. VL6 =V, VG — VU VL6 + VaVLE,
= 2(VuV,§, — V, Vi, — V. V.6

Por tanto, queda demostrado V,\V,¢§, — V, V¢, — V,V,{ = 0.

4: Comprobar para un espacio maximamente simétrico 77 = (6§ — z'2’) Sabemos
que la métrica de un espacio maximamente simétrico puede escribirse como:

XTiZj

1—r2

Yij = 5ij +
Vamos a probar una métrica inversa de la forma:
v =Y + Ax'a’

Y calcularemos A con la propiedad de la métrica 65 = ~,;;77%:

5zk = /VZ]’YJ (51] + Tity ) (5]k +A~T]~Tk)
7"

1-—
TiT; TiTi
= 5Zj5]k+A93]xk5w+1 . 53k+A1_;2 R
_ sk k Li o Lik
— (Sj +A[L’lﬂf +1——1"22+ r 1_1;2
Tk
= 0F+ Az 2k |1 !
j AT {"’_1_7021 1—1r2
2k
R B e .

1—7’2 1—1r2
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5: Para un espacio maximamente simétrico, comprobar que la conexion espacial

1
tiene la siguiente forma: F’]k = ka T ke

Para comprobar esto, vamos a partir de las expresiones de la métrica de un espacio maxi-
mamente simétrico (sin el factor de escala, este lo introduciremos luego):

Yk 5gk W - .7 k -, 77)\ — 51)\ o .CEZ.Z')\
r?

La derivada respecto a la coordenada z* de r? = z#x, serd d\r*> = 2zy. La férmula de los
simbolos de Christoffel (conexién métrica) es:

A 1
Iy = 57” [0;Yix + Okvja — O ik

Con esto, ya podemos empezar a calcular. Para simplificar los calculos, haremos una de las
tres derivadas de la métrica, las otras dos serdan idénticas salvo intercambio de indices:

O\(zjzk) Ty, ur? — 0xjTr + x;0kA L9 TAT T,
1—1r2 (1 —1r2)2 1—17r2 (1 —1r2)2

8A%‘k =

Introduciendo esto en la férmula de los simbolos de Christoffel, y teniendo en cuenta los
intercambios de indices previamente mencionados, obtenemos:

i 1 'Yi/\ TAL ;T 1 (51)‘ — xix)‘) TAT T,

T 7k = 5 —1 — 7“2 |:x)\5k] + x)\(s_]k + 22— 1— T2 = §v 2"]7)\5kj —+ 2 1 7’2
1 TXjTk i 2 w'r?a i T T i

N ﬁ[xéﬂ”l_ T = e | Tkt T =

Teniendo en cuenta que en esta asignatura las secciones espaciales maximamente simétricas
llevan un factor de escala, de forma que g;x = a(t)*y;r, el resultado anterior sera:

S(Zi

ljk = Egjk

Este es un caso particular, el de curvatura x > 0. Para un caso genérico el procedimiento es
andlogo, o bien haciendo los tres casos por separado (k = —1,0,1), o bien partiendo de la
métrica general .

LjTk N giA _ z'z!
1— k2 1+72— kr?
Donde el factor que aparece en la métrica inversa viene de exigir que la métrica por su inversa
es la delta de Kronecker.

Vjk = Ojk +
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7.3. Cinematica Cosmolégica

1
6: Obtener {5 —t = Ho_l [z — (1 + qu) 22 + } .

Sabemos que el redshift se escribe a segundo orden en (ty — t) como:
1

Vamos a despejar ty — t del primer sumando:
—1 1 2
t()—t:HO z — 1+§(I0 Ho(to—t) + ...

Usamos esta relacién de recurrencia, sustituyendo esta expresiéon en si misma, y despreciando
las contribuciones a 6rdenes superiores a 2:
2

1 1
to—t = Holz—(1—|—§qO)H0[Holz—(1+—qo O_t)2+ 4+ ...

Q

2
1
= Hy! {z— (1+§q0> zg—i—...]

7: Obtener p = 25 — 5log,, Hy (km/s Mpc) + 5log; cz (km/s) + 1,086(1 — go)z + ...
Para este ejercicio vamos a utilizar las propiedades de los logaritmos, aplicadas al médulo

de distancia: . .
- — 4o 2
(Ho <z+ 5 z +))

10pc

1
Hi'z — (1 + —qo) Ho(Hy'2)2 4+ ...

5log;g

Pero, ya que el argumento de un logaritmo siempre ha de ser una cantidad adimensional, los
10 parsecs dividiendo hemos de convertirlos a Megaparsecs, para obtener las unidades del
enunciado:

1 1 -
p = blogyy |— |2+ ey )| - 51og;,(107° Mpc)
Hy 2
_ 1 —qo

1 —
= 25 —>5log;, Hy + 5log;, 2z + 5logy, (1 + 2qoz+ )

Para el siguiente paso necesitamos convertir el logaritmo decimal a logaritmo neperiano, para

ello usamos: |
log,b=2= 2= e d

log b
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En nuestro caso:

3 1 —qo
=25-51 H 1 ——In |1
,u 5 5 Oglo 0+5 Og102+1n10 n< + 2 Z+ )

1 —
%o < 1:

Ahora podemos usar la expansién en serie del logaritmo, suponiendo z

1 —qo

= 25—>5log,, Hy+5log,, 2+2,17147 ( z;i7/> = 25—5logyy Ho+51og;, 2+1,0857(1—qp)2

8: Ejercicio: Variacién temporal del redshift. Llegar al siguiente resultado

d
H:(1+2)H0—d—tz <Pista: 1+z:%>

La pista proporcionada la podemos relacionar con:

Qo dto
l+2z2=—=—
a dt
Derivamos esta expresion respecto a to:

dz  dagl d1 ap  ag da apag ag dt da
T 0 a2 dte  apa  a?dtydt

Aty dtpa  \dtya N

Usando las relaciones conocidas entre el factor de escala y el redshift (la pista), y entre el
factor de escala y la constante de Hubble:

dz ap dt a 1
— = Hy(1 — ——— = Hy(1 — H
dto ol +2) =3 dtg a ol +2) MM
Por tanto: d
z
H = Hy(1 - —
o1 +2) dt,

7.4. Dinamica Cosmolégica

9: Comprobar para un espaciotiempo maximamente simétrico en las coordenadas
espaciales I',, =0, TI?%,=0.
La métrica de dicho espaciotiempo es:

ds* = —dt* + g;;jda’da’
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con g;; la métrica de un espacio maximamente simétrico, y por tanto diagonal. Conocemos
la férmula general de los simbolos de Christoffel:

1
Ppw/ = §g)\p (a,ugl/)\ + al/g,tM - a)\g,uu)
Caso por caso:

Moo = 59”\ (B0gr0 + Dogro — Oxgo0) = 9" Oogir = 0

1 1
I = 590’\ (0i9r0 + Oogin — Orgao) = 5900 (D0 + Dogir) = 0

10: Comprobar para un espaciotiempo maximamente simétrico en las coorde-
. a .. . A
3 1 I 1 1 I 7 3 4 3
nadas espaciales I";, = aéj, y comprobar que I, = I",, siendo esto ultimo la

conexion asociada a las secciones espaciales.
Procedemos igual que en el ejercicio anterior:

2
=59 “0o [GQ(t)”ij] = adag™ e = 29 Fr; = E5j

La conexién espacial I es de la forma:

i 1 1, 1,
I jo = 59 A (33'%0 + Oogjx — c%gj(r) = 59 ¥ (ajMJr 3ogkj) = 59 kaogkj

i 1
= 29 " (0;9u + Okgi; — Oigix)

Por tanto, si comenzamos a calcular la conexion I’ijk, y teniendo en cuenta que nuestra
métrica es diagonal, llegamos a:

A

= 59 P(959pk + OkGpj — Opgir) = 59 : (Digik + Orgiy — Dugji) = 1y,

11: Calcular para un espaciotiempo maximamente simétrico en las coordenadas
espaciales R, = 0 (tiene sentido, ya que de lo contrario habria una direccién

aa + 2a* A A
privilegiada, contradiciendo la isotropia), y R, = +—29ij + R,;, siendo R;; el
a

. K K
tensor de Ricci asociado a la métrica espacial, e igual a R;; = (D — 1)—2gij = 2—gij-

La expresion general para el tensor de Ricci a partir de los simbolos de Christoffel es la
siguiente:
- A - A A o A a A
R,ul/_R ,u/\zz_ﬁ)\r /LV_aVF ,u/\_._F ,u,uF a)\_F MAF av
En nuestro caso:
Ry = Ry = 8)\F/\Oi - aOF/\Z‘A + Faior)\a/\ - Fai)\r)\ao

= %—QM‘F Fjiorkjk - PjikijO
A a4, s
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Antes de continuar con R,L»j,

vamos a poner la expresion del tensor de Ricci espacial Rij:
Eij = akrkij — ;T + Fkijrlkl - Fkilrlkj
Teniendo esto en mente, desarrollamos R,;:
A A «@ A « A
R =Ry = O\ — 017+ T,17 =TI,
= oI’ + akaij — ;T + Foijrkok + Fkijrlkl - Foikrkoj - Fkiorokj - Fkilrlkj
= 80F0ij + Foijrk()k - Foikrkoj - FkiOFij + Ry

Desarrollando la parte que no es piramente espacial:

- a a a a agy aa
R, —R,; = 0o (5%;') + 59@'35 - agikaéj - 551' ki
aa — a* a_. . a’ a’ a*
— Tgij —+ a2aa%j + 35% — Egl-j — Egij
aa a’ aa + 2a*
= 29 + 2@92‘;‘ = a2 Y

Ahora nos quedaria el tensor de Ricci de la métrica espacial. Sabemos que para un espacio
maximamente simétrico, el Ricci viene dado por:

| D(D —1)
Ry = B%‘JR —hT T T

Gij
= k(D — 1)@—2]

. . . - T A K
Que en 3 dimensiones espaciales maximamente simétricas es R;; = 2—g;;
a

6
12: Calcular el escalar de curvatura: R = — (da + a? + k).

El escalar de curvatura en funciéon de los tensores de Ricci se expresa de la siguiente
manera:
00 ij
R = g" Roo + 9" Ry

Aplicandolo a nuestro caso nos queda:

. B . 2.2 . . 2.2
B3 g (M+2£) P (M+2£>
a a

a? a? a? a?
aa + a® K .. .9
= (2 - 2¥>:—2(aa+a + k)

13: Calcular V, 77 =0 (no da informacién).
El tensor energia-impulso tiene la siguiente forma, para un fluido perfecto:

T;w = PGuv + (p + p)u,uuu
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Por tanto al calcular V, 77, teniendo en cuenta que u* = (1, 6), y que la presién es constante
a lo largo de las direcciones espaciales, tenemos:

VIV =8, T + 17, T} — I, T}
= 0 ApSLT+ T, (P67 + (ptpya’) — T, (pO% + (p + p)uru’)
= IV, psl—T oy + T, (p + p)usu” = 0, (p + p)ugu® = 0

#: a) Demostrar que la ecuacién de Friedmann y la de conservacién implican la
de la aceleracién. b) Demostrar que la ecuacién de Friedmann y la de aceleracién
implican la de la conservacién.

2)

Partimos de la ecuaciéon de Friedmann:

8tG
W+ k= T pa2
3
Derivandola, obtenemos:
8t A )
26 = WT(pa2 +2pad) = i = ”Ta <5a + 2/))
a

Este resultado mantenemos por el momento, incluso lo usaremos en el siguiente apar-
tado. Ahora, vamos con la ecuacion de conservacion:

. 3a p 3
p+—p+p)=0=>=——(p+p)
a a a

Sustituyendo este resultado en la férmula anterior:

. 4nG e
a= 7TTOL(—Bp —3p+2p) = —%a(p%— 3p)

Y esto ya es la ecuacién para la aceleracion.

En este caso, partimos del resultado obtenido en el apartado anterior, de la ecuacion
de Friedmann derivada, y le restamos la ecuacién para la aceleracion:

4 ) 4
a—a= WGa(Qa—i—Zp)—l— G
a

3 3 a(p+3p) =0

:>§a+2p+p+3p:0:>p+3g(p+p):0

Y esta es ya la ecuacién de conservacion
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1+ 3w -~
Tove

La férmula del parametro de deceleracién en funcion de las derivadas del factor de escala
es:

14: Ver que podemos escribir el parametro de deceleracion como ¢ =

aa
q(t) = )
Introduciendo la ecuacién para la aceleracion en la féormula, obtenemos
A G 2
q(t) = T(PJF 3p) =
Identificando ahora el pardmetro de Hubble H (t) = ¢ ¢ introduciendo la ecuacién de estado
a
p = wp, nos queda:
47TG 1
También conocemos la siguiente relacion:
~ 881G

Que introducida en la ecuacién, queda:

}ﬂn 1 1+3w-=
q(t) = 1+3w)}[/{ 5 0y

15: Resolver Einstein-de Sitter en tiempo conforme.

Los modelos de Einstein-de Sitter son aquellos con w > ——, es decir, materia ordinaria.

Vamos a comenzar su resolucién pasando la ecuaciéon de Friedmann a tiempo conforme, para
ello hemos de cambiar la derivada temporal del factor de escala:

da _dpda _1da _ a

Tt At dn a dn a

Introduciéndo este cambio en la ecuacién de Friedmann:

, 8nG 4
a = ——pa
3
Sabemos, por la ecuacién de conservacion y la ecuacién de estado, que pa®™3* = poait? = b2,

por tanto si usamos este resultado:

87 87 13w 87
a = — 23“’—>/daa —ﬂ—bQ/dn—>a _ b’n
1+ 3w 3

Dividiendo esto entre su valor en %y, se cancelan las constantes, y por tanto:

( a )1+3w 0 n = no(l+ z)" 13w

= —(143w)
Mo
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16: Desarrollar a segundo orden la raiz, para comprobar que va como /2.

17: Ver que esto interpola el comportamiento de de Sitter a tiempo pequeno
(~ z) y a tiempo largo (~ eVAHot),

7.5. Problemas del Modelo Cosmoldgico Estandar

18: Ver que dp,(t) = a(t) /t At
M hor 0 a(t)'

La distancia se define como d = ay. La distancia al horizonte de particulas es la distancia
maxima desde la que ha llegado la luz, y la luz cumple dy = dn, por tanto:
dt

o) = alt)n(t) = alt) [ 25

1 < d
19: Hacer el cambio de variable al redshift, tal que: dj,.(z) = 172 (Z ] .
zJ/, z
Vamos a operar con el interior de la integral del ejercicio anterior:
dt 1dt 1 1 1 1 2
— = ——da = —@g—da: +Zda: ( —;Z) da
a(t) ada ap a aa acHa aiH

A partir de la relacion entre el factor de escala y el redshift, obtenemos:

Qo

do = ———dz
(14 2)2
Sustituyendo en la expresion anterior:
e dz
at)  aoH

Volviendo a la integral del ejercicio anterior:
a (7 dz 1 > dz

o2 = = [ H T 1v 2 ). HE

20: Usando las féormulas de la época del desacoplo, obtener:

3(14+v2) (1+ zeq) { 1+ 2
\/§ (1 + Zdes) 1+ Zdes

dhor (tdes) = +1-— 1:| teq

Las férmulas que necesitaremos seran las de la igualdad entre materia y radiacion (equi-
valencia), ya que el desacoplo se encuentra cerca de esa época. La distancia al horizonte
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de particulas se puede expresar (como vimos en el capitulo 5) como: dpor(fges) = GdesTdes-
Sustituimos en esta expresion el tiempo conforme del periodo de equivalencia:

dhor(tdes) - 2\/_adesH ! _1 ( ades + 1- 1) == 2\/_ades He_ql il ( adesﬂ + 1-— 1)
\/ Qeq Qeq \/ ag Geq

Cambiando al redshift tanto de la equivalencia como del desacoplo:

dhor(tdes) - 2\/5—(1 + Zeq) H;Zl ( —(1 + Zeq) + 1 — 1)

(1 + Zdes)

Ahora solo nos falta operar 2\/§H;]1 hasta llegar a lo que buscamos. Para ello usamos otra
formula de la equivalencia, la que relaciona el tiempo de la equivalencia con la constante de
Hubble en la equivalencia:

4

3v/2t,
S(V2-DH = 2V2H ) = V2l

2(v2 —1)

3vV2  (V2+1) _32+V2) _3(1+V2)
2(vV2-1)(vV2+1) 2 V2

teg =

21: Ver que la contribucién del a fase de de Sitter es II = (1 + zf)e NHm;

22: Obtener el nimero de e-folds N ~ 62

23: Para un modelo de Einstein-de Sitter, calcular el radio de la esfera de Hubble
en funcién de w y q.

24: Para el mismo modelo, calcular la distancia al horizonte de particulas en
funcién de w.
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